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Chapitre 11 : Matrices de Transformations Homogenes (MTH)

1. Introduction :

Les Matrices de Transformations Homogénes (MTH) définissent un outil mathématique permettant
de calculer un changement de repére en une seule opération matricielle, leurs utilisation est a la base de la
modélisation des robots .

Une MTH a la dimension 4*4 , sa forme générale est :
nX aX I:)X_

T=" 77 (11-1)

e Remarquons que la valeur de la quatrieme ligne reste inchangée et vaut : [0 0 0 1] :

2. Coordonnées Homogeénes :

2.1.  Coordonnées Homogenes d’un point : Un point P de coordonnées cartésiennes
P, P, et P, s'ecrit sous la forme homogene :

Py
P
P
1
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P= (11-2)

N

2.2.  Coordonnées Homogenes d'un vecteur : Un vecteur v de coordonnées cartesiennes
V,,V, et v, s'écrit sous la forme homogene :

(11-3)
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3. Matrices de Transformations Homogénes :

Soit un repére R, qui a subi une transformation (Translation et /ou Rotation) qui I'améne & la situation

R, (Figure 11-1).0n décrit cette transformation par la MTH notée iTj qui est donnée par la relation:

Sx nx a'x I:’X_
s, n, a, R
i i i i i y y Ty Y
L R T T e D (1)
Z A Z VA
0 0 1

ou:

- S; ) n; iaj : designent respectivement les vecteurs unitaires suivant les axes X ;,Y, et Z, du repere R,

exprimés dans le repere R; : Autrement dit : c'est la Rotation du repere R; par rapport au le repereR; .
- ‘Pj  le vecteur exprimant les coordonneées cartésiennes de I’origine O, du repere R; dans le repere R; :

Autrement dit : c'est la Translation de I"origine O, du repere R; dans le repereR; .

i
T
Figure I1-1 : définition de repéFes pour une transformation homogene.

4. Propriétés des MTH :
4.1. laMTH iTj décrivant la situation du repére R; dans le repere R; s'écrit sous la forme

partitionné :

T AP _ 's; 'n; 'a; P, (11-5)
"looo 1 0 0 0 1
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e oOU ‘Aj représente la matrice de rotation formée par les vecteurs s,n et a qui sont les vecteurs unitaires

du repere R; exprimes dans R;, alors que la matrice colonne ‘Pj represente la translation formée des
coordonnées de I’origine du repere R; exprimées dansR; .

4.2. I’'inverse de la matrice ‘TJ. est la matrice T, , définie par :
_ P

T _ t T _ T

T - A n' P _ A AP (11-6)

—al' P 0 O 0 1

0 0 O 1

4.3. Siunrepére R, asubit k transformations successives de la forme : i‘1Ti (i=1:k) , alors

la transformation globale °T, peut étre déduite de la composition des multiplications a droite

de ces transformations :
OTk :OTl lT2 2T3 k‘1Tk (n-7)

4.4, Le produitdes MTH n'est pas commutatif : T,T, #T,T,
5. Transformation homogenes courantes : Prenons les cas des transformations habituelles qui
permettent de situer un repere R; par rapport au repere de référence R; par une :

5.1. MTH décrivant une Translation pure :
5.2.1.Le long de I'axe X d'une distance a : (Figure 11-2)

Zi
A
Zm
a, e
L~ A >Yi

Figure 11-2: Translation pure le long de X d'une distance a.
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1 0 0 a
'T, =Trans(X,a) = 0100 (11-8)
0010
000 1]

5.2.2.Le long de I'axe Y d'une distance b : (Figure 11-3)

2 Z
b >
e} 0; f iy
X; X,

Figure 11-3: Translation pure le long de Y d'une distance b.

10 0 O]
'T. =Trans(Y,b) 0100 (11-9)
= lrans(y, = -

! 0010

000 1]

5.2.3.Le long de lI'axe Z d'une distance c : (Figure 11-4)

%
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X

Figure I1-4: Translation pure le long de Z d'une distance c.
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1 0 0 0]
T =T (Z)Oloo (11-10)
. =Trans(Z,c) = -
. 001c
000 1
5.2.4.Le long des axes X,Y et Z des distances a,b et ¢ :(Figure 11-5)
ZjA
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xi
Figure 11-5: Translation pure le long de Z d'une distance a,b et c.

1 0 0 a]
S L (11-11)
oo 1 ¢

000 1

5.2. MTH décrivant une rotation pure :
5.2.5. Autour de I'axe X d'unangle « : (Figure 11-6)

Zi
A

Figure 11-6: Rotation pure autour de X d'un angle « .
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1 0 0 0]
) 0 ca -sa O
'T, =Rot(X,a) =

0 s¢ ca O

10 0 0 1]
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(11-12)

e Auvec les notations abrégées : ca =cos(a) et sa =sin(a)

5.2.1.autour de l'axe Y d'un angle « : (Figure 11-7)

Ziu
Zj
|
|
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X

Figure 11-7: Rotation pure autour de Y d'un angle o« .

'T, =Rot(Y,a) =

ca 0 sa 0
0 1 0 O
-sa 0 ca O
0 0 0 1

(11-13)

5.2.2.autour de l'axe Z d'un angle « : (Figure 11-8)

Z, =2,
A
//’ Y
P .
o7 cos(@) =
// A,/ ;Y
b.-0, 7 '
/
- cos(@)
o Ve
X ¥ oY,
Figure 11-7: Rotation pure autour de Z d'un angle « .
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ca -sa 0 0
T =Rot(Z,a)=| 00 (11-14)
0o o0 10
‘o 0 o0 1]

5.2.3.autour des axes X,Y et Z d'angles respectifs «, f et y :

'T, =Rot(X,a)Rot(Y, B)Rot(Z, ») (11-15)

5.3. MTH décrivant une Transformation combinée (Translation et /ou Rotation):

3 Fe 1P|
T :: Sy Ny jylpv
IS, N, & [P
{O 0 |1
Matrice de Rotation : A colonne de Translation : P

100
e S'il s'agit d'une Translation pure: A= ldentité,, =|{010
001
0
e Sl s'agit d'une Rotation pure: P = Matrice Colonne Nulle,, =|0
0
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6. Exercices :

6.1. Donnez I'expression littérale et la valeur numérique de la MTH permettant d'effectuer les
transformations suivantes:

e 'T,=Trans(X,a) avec a=2 cm
'T, =Rot(Z,a) avec a =45
‘TJ. = Rot(X,a)* Rot(Y, ) *Rot(Z,y) avec a=10°, f=15° et y=20°

6.2. A quoi correspondent les MTH suivantes :

ca 0 sa O 1 0 0 5] 1 0 0 O
_ 0 1 0o 2 . 0 ca -sa O . 01 00
T = DTy = DTy =

—-Sa 0 ca O 0 sa ca O 0 O 1 O

0 0 o 1 | 0 0 0 1| 00 0 1]

6.3. Soit la transformation suivante :
e Donnez son expression littérale en composant les quatre mouvements directs suivants :

j—1
T, = Rot(X,a;)*Trans(X,d;)* Rot(Z,0,)* Trans(Z,r,)

e Donnez son expression littérale inverse et ses quatre mouvements inverses consequents.




