Université Larbi Ben M’hidi, Oum el Bouaghi
Master 1 Mathématiques Appliquées Module: Partial differential equations
Série TD 1 : Généralités sur Les équations aux dérivées partielles
"Orthogonalité et problémes de Sturm Liouville"

Exercice 1:

1. Montrer que I’ensemble des fonctions suivante est orthogonal par rapport au fonction
du poids w sur l'intervalle [—1, 1]

1, 2z, —1+42% avecw(z)=V1— 22

2. Montrer que ’ensemble de fonctions

1, sin <7Q—x> , COS <7rl_x> , ..., sin (@) , COS <m;m:> ,...méeN (1)

forme un ensemble orthogonal dans [—I;1].

3. Déterminer les constantes de normalisation correspondantes pour que 1’ensemble (1)
soit orthonormé dans [—1,1].

Exercice 2:

1. Vérifier que le systéme suivant

{ y'+ Ay =0
y(0) =0, y(1)=0;
est un systéme de Sturm-Liouville.

2. Trouver les valeurs propres et les fonctions propres.
3. Montrer que les fonctions propres sont orthogonales dans [0, 1].
4. Trouver ’ensemble des fonctions propres normalisées correspondantes.

5. Développer la fonction f(z) = 1 en série de ces fonctions orthonormées.
Exercice 3:
1. Résoudre les problémes de Sturm-Liouville suivants:
y”+Ay=0 { y'+ Ay =0
Pr1 Pr 2): .
LR PR v L IR (S e
! Azy (z) =0 y'+Ay=0
Pr 3): (:cy:v))+ Pr 4):
P9y {F O e o 2 o
{ e #1000, 41
y(0) +y'(0) =0, y(1) +y'(1) =0. y'(0) =0, y(1) +¢'(1) = 0.
2. Mettre les équations données sous forme Sturm Liouville et décider que le probléme
est régulier ou singulier.

(Pr 7)oy’ +y' +Ay=0;  y(0)=0, y(1)=0,
(Pr 8):ay”" —y' +dxy=0;  y(0)=0, y(1)=0,
(Pr9):(1-a?)y" =22y +(1+A)y=0;  y(=1)=0, y(1)=0.
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Série TD 2 : Les équations elliptiques

Exercice 1: Résoudre en utilisant la méthode de séparation de variables le probléme de
Dirichlet intérieur au rectangle:
0% N Pu
ox2  oy?
avec les conditions aux limites:

{ u(0,y) = g(y), u(L,y)=0
u(z,0) =0, wu(z,H)=0.

Vi = 0, 0<az<L, O0<y<H

Exercice 2: Résoudre ’équation de Laplace dans le domaine rectangulaire: 0 < x < L,
0 < y < H avec les conditions aux limites:
a)

u(z,0) =0, u(x,H)=0.
b)
52(0,y) =0, G4(L,y) =0,
1 pour O<z< %
0 powr f<a<L
Exercice 3: Résoudre:
%+§iy;‘:0, 0<z<l O<y<l1
(Pr 1):9q u(z,0) =0, u(x,1)=100, 0<z<1
u(0,y) =0, u(l,y) =100, 0<y<1

TH454=0, 0O<z<1, 0<y<l
(Pr2):¢ u(x,0)=1-—2, ulxl)=2 0<z<1

u(0,y) =0, u(l,y) =0, 0<y<1
Exercice 4: Résoudre I’équation de Laplace dans le cercle 0 < p <1, —nm <0<
_ 190 ou 1 90%u __
Au= o55(P5p) + 2o =0,
U(p, —W):U(p,ﬂ'), ngg 1
w(l,0)=f(0), —w<O<m.
Exercice 5: Résoudre I’équation de Laplace
d2%u 1 0u 1 8%u __
o T oo T e =0 P21
u(1,0) =f(@#), —w<0<m.

Exercice 6: Résoudre le probléme elliptique suivant:
U 2u
Au=1T(p5) + 555 =0, 1<p<2, 0<f<7
u(p,0) = u(p,m) =0, 1<p<2
u(1,0) =sinf, 0<0 <.
u(2,0) =0, 0<6O<m.
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Série TD 3 : Les équations hyperboliques

Exercice 1: Résoudre I’équation d’onde avec les conditions initiales et limites suivantes:

Pu—2u—0, O<z<l, t>0
(Pr 1): u(0,t) =0, 24(1,t)=0, t>0
u(z,0) =0, 2(z,0) =sin(Iz) +sin (Fz).

Exercice 2: Résoudre:

Pu_Puy2 0<a<m t>0 Pu—_12 0 0<r<1, t>0,
(Pr 2): ¢ u(z,0) =2z (x—7)+3, %(z,00=0, (Pr3): u(x,0) = 5Jy (asz),
u(0,t) = u(m,t) = 3. u(1,t) =0, %(z,0) = 0.

Ot Jy (2) fonction de Bessel d’ordre zero et «,, est n°™¢ zéro de Jy (2) .
Exercice 3: Résoudre sur le domaine 0 < x <mw, t>0:

%—%:tsinm, %—%:tsmx,
(Pr 4): < u(z,0)=x(r —2), %(w,O):O, ; (Pr5):¢ u(z,0)=x(r—1), %(ZE,O):TFZ,
u(0,t) = u(m, t) = 0. u(0,t) = u(m, t) = 72t

Exercice 4: Déterminer la solution formelle u(x,y,?) du probléme suivant:

)
%:;2(3273+3273), O<z,y<l1l, ¢>0,
u(z,y,0) = sin 7wz sin 7y,

(Pr 6) : %—?(w,y,O) = sin 7z,
u(0,y,t) = u(l,y,t) =0,
\ u(z,0,t) = u(x,1,t) = 0.

Exercice 5: Une onde de pression générée en conséquence d’une explosion satisfait ’équation:

dans le domaine {—oco < x < 400, t > 0}, P (z,t) est la pression au point = a l'instant ¢.
Les conditions initiales au moment de ’explosion ¢t = 0 sont

_ L1zl <,

P(z,0) = { 0 |z >1,
1 x| <1,

Fi(z,0) = { 0 }x{ > 1.

Un batiment est situé au point xy = 10. L’ingénieur qui a congu le batiment a déterminé
qu’il supporterait une pression jusqu’a P = 6. Trouver I’heure ¢y lorsque la pression sur le
batiment est maximale. Est ce que le batiment va s’effondrer.

Exercice 6: Utilisant la formule de d’Alembert pour trouver une solution du probléme

suivant:
Pr 7 U — e =1, —00< <400, t>0
’ u(z,0) =22, 24(2,0) = 1.
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Exercice 1:
Résoudre en utilisant la méthode de séparation de variables le probleme avec les conditions
initiales et limites suivant:

%—g?—cos%mcos%rt, O<x<l, t>0
u(x 0) = (cosmz)® 0<z<1,
9u(x,0) =2cos2mz  0<z <1,

8%0& Qul,t)=0 t=0.

(Pr 1):

Exercice 2:
Résoudre en utilisant la méthode de D’Alembert, le probléme suivant:

Uy — gy =0, 0<xz<o00, t>0
u(z,0) = ¢(x), 0<z<o0,
u(z,0) =(x), 0<z<oo,

u(0,8) =0, 0<t< o0

(Pr 2):

Exercice 3:
Résoudre I’équation parabolique avec les conditions initiales et limites suivantes:
2
%;‘ gIQ_O, O<z<l, t>0
(Pr 3): = 3sin (%x) — sin (1)
( ) u(l,t) = t>0

Exercice 4:
Résoudre I'équation parabolique non homogéne avec les conditions initiales et limites suiv-
antes:

du _ Pu _ pexp(—2t), O<z<1l t>0

ot Ox?
,0) = [ (2)

(Pr 4): u(x
Qu(0,t) = %u) 0, t>0

Exercice 5:
Résoudre en utilisant la méthode de séparation de varriables le probléme suivant:

Up = Uge —u, O0<x<l, t>0
(Pr 5): u(0,t) = u,(1,¢) =0, t>0,
u(z,0) =z(2—x), 0<z<1,
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