méthodes d’analyses appliquées aux sciences de la
vie

Comparaison de Moyennes et
de Variances



Plan du cours

Rappel---Généralités
I. Comparaison de variances

Il. Comparaison d’'une moyenne observée a une moyenne théorique

— TestZ de I’écart réduit

— Test t de Student

lll. Comparaison de 2 moyennes observées sur 2 échanRllons
indépendants

— TestZ de I’écart réduit

— Test t de Student

IV. Comparaison de 2 moyennes observées sur 2 échanRllons appariés

— TestZde I’écart réduit
— Test t de Student



Rappel

* Principe d’un test staOsOque

* Cas des variables conOnues / gquanOtaOves
— Ages
— Notes
— Parametres biologiques
— Etc ...

Moyenne, médiane, écart type

— _
variance




Rappel---Généralités

e Situation du probleme :

— On dispose d’une variable qualitaive binaire (Sexe :
Homme vs Femme) qui permet de définir deux groupes
de population.

— On mesure une variable quantitative (note a des
examens) qui permet de calculer dans chaque groupe les
déférents parametres de la distribution : moyenne,
estimateur de I'écart type...
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| ---Comparaison de variances

Variance = moyenne des carrés des écarts a
la moyenne

Somme des carrés d’écart a la moyenne X« =X¢~

n

Q
= N
I
S| =
7
or
|
~
S
b

=1

Rapporté a |'effecOf

Tei:

— EchanOllon -

n—1
— PopulaOon  ,._Ze
Ecart type = racine carrée de la variance




|--- Comparaison de variances

La comparaison de la variance est un outil essentiel en
statistique.

Supposons que nous disposons de p échantillons gaussiens
indépendants de tailles respectives nl; ....; np.

On peut pour chaque échantillon, calculer un estimateur sans
biais de la variance de la population.

Par exemple, pour le kieme échantillon, un estimateur sans
biais de la variance de population ¢ est donné par:

A ) ]- .- > I =\
Oj, = > (XxF - X*Y
=1

nE — 1 4

ou est X’la iieme donnée de I"échantillon k, et, X¥ est |a
moyenne de I'échantillon k.



|--- Comparaison de variances

* [ntérét de comparer deux variances :

— Comparer 2 moyennes lorsque les échanOllons sont
peOts et qu’on uOlise le test t de Student pour vérifier
I’égalité des variances

— Comme une fin en soi lorsque la quesOon est centrée sur
variabilité : i.e comparer la précisions de 2 méthodes de
laboratoires quanOfiant un parametre sanguin



|--- Comparaison de variances

 Comparaison de 2 variances peut étre basée
— Sur leur différence si les échanOllons sont grands

— Un test plus général basé sur le rapport de leurs 2
variances dans étude préalable des fluctuaOons
d’échanOllonnage du rapport de 2 variances, celles---ci
différant significaOvement si le rapport s’écarte trop de 1.



| ---Comparaison de variances
Rapport de 2 variances

— Tirage au sort de , 2 échantillons n et ng issues de 2
populations qui ont la méme variance g*

2 2
— Variances estimées S4 et SBdoivent étre proches de g2

2

SA ..
— Rapport F = — dont la valeur théorique est proche de 1
SB

sous '"hypothese HO d’égalité des variances

— Fluctuations d’échantillonnage : intervalle de confiance du
rapport F: Fg et Fipr



| ---Comparaison de variances

e Solution grace aux tables F qui permettent de déterminer les
limites de I'Intervalle de Confiance F;,et Fiy, s pour les

différents risques d’erreur alpha (o) de premiere espéce en
fonction des degrés de liberté (d.d.l) : nyg-1letng-1

* Test de comparaison F doit rester compris dans les limites
Fsupet Finr, pour le risque a détermine-choisi en général 5%

* Condition d’utilisation de ces tables :
— distribution normale quel que soit la taille de I'échantillon.



| ---Comparaison de variances

®* Nous disposons de 2 échantillons (n4et ng) extraits de 2

populations dont la distribution de la variable étudiée est

supposée suivre une loi normale

2 2
— 2 variances estimées SAet SB

Question : peut on admettre que les variances des 2 populations
2 2
oA et 0B sont égales ?

2 2
— Hypothese nulle HO A= 0B

2 2
— Hypotheése alternative H1 0A + B

2

- . L g s SA | .
Si I’hypothese nulle HO est vérifiée, le rapport F = — doit rester dans les
SB

limites Fgy,pet Fi, s pour un risque global de 5 %

S’il sort de cet intervalle = les variances different on rejette HO et on accepte

[ I B |



| ---Comparaison de variances

Etapes du calcul

Donc F =—

Estimation de chacune des variances dans I’échantillon A et B

Recherche des limites Fgy et Fi, s dans les tables du F a 2,5% (ie risque

global de 5%)

24
Fsup pour un échantillon A de 25 pts et B de 30 pts est F29 = 2.15

1 1

F- e s
I~ 27 2as

=0.45

L'IC est donc 0.45 —2.15

2 2
Les variances S4 et SB sont respectivement 5.16 et 1.96

2
SA 516

= =2.63
1.96

SB



24

Fsyp pour un echantillon A de 25 pts et B de 30 pts est F29 =2.15

Table A4. Upper percentage points of the F distribution with vy, vy df

(b) 2.5% points
vy=df for the numerator
Y 1 2 3 4 5 6 T B 9 10 12 15 20 U 30 40 & 120 o0
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11 67241 52589 46300 42781 40440 38B0Y 3VES6 36638 ANSTD 35T 34206 33299  32é1 31T 3116 3. om 3.0085 20441 2 8828
12 65538 50089 44742 41212 38911 3RS 3606F 3518 J43E I 3WW O 1Y J0vE J018Y 29613 29 28478 2874 2749
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14 6297 4856 41T 38019 36634 35004 33799 32853 32003 31469 30802 29403 28437 QYRS 2YAM 26742 26142 25519 24872
15 61996 47680 41528 383 38M64 34147 32984 31967 3172 30602 29633 28621  2AYSE0 27006 26437 2.5850 25242 24611 23064
16 61151 46867 40MGE  3TIO4  3N0M  33DE 32194 J1M8 30488 29862 28800 2YBYS 26808 26282 QM6 2.508% 24471 23831 23163
1T G040 46180 40112 36648 34300 36 386 30610 29840 29272 2BMO 2720 26158 25N08 25020 240 2.3801 23153 22474
18 59781 4550 39630 36083 3380 32200 30999 30063 2921 28664 2Y680 26667 25500 25027 24445 2.3842 23214 225058 21869
19 59216 450v% 39084 J5N8Y 333 JIVIE 30809 29863 28801  281M2  2AY196  261v1 25080 24823 2.393Y 2.339 2.2696 22082 21333
0 SETIE 44613  3EN8T  ASMY 32801 31283 30004 29128 28368  27v3Y  267SR 25Y31 24648  240M6 23486 22873 22234 21562 20853
2 5E266 44199 3BIBR  J4S4 32801 308 209686 2870  2YOrY  2YME 26368 25338 244 23675 2.3082 2.2468 21819 21141 20422
7N 5Y86 43828 3vE20 34401 32151 30546 29338 28392 2VEE 26098  2601Y 24084 23800 23315 2B 2.2007 21446 20760 20032
2 Y408 43492 30K 34083 383 30232 29023  280vr 2Y313 26682 25600 24665 23567 22089 22380 21763 21107 20415 19677
M Y66 4318 37211 33v94 3B 2006 28738 27Y91 2702y 26396 25411 2434 2390 22608 2.2000 2.1460 20099 20099 1.9353
2 56864 42000 36043 33530 312y 290685  2BMB 2ATEIl 26066 26135 25140 24110 23006 2427 21816 21183 20616 1.9811 1.9085
2% S65R6 42055 360Y 33280 J104E 29447  2BM0 27293 26328 25RO6 24908 2386T 27ME0 2V 21568 2.0028 20257 10645 1.8781
U 5633 42421 36472 3306 30828 29228 280 2700 26300 25676 24688 23644  22BW  2IME 213U 2.0690 20018 1.9299 L8827
‘ 2B 56096 42205 36264 32863 30826 2902y 2AVRM 26872 26106 254Y3 24484 23438 2.3 - 211 20477 L0797 1.90m2 1.8291
X SESE 42006 3602 32674 30438 28R40 2633 26686 25020 25286 24200  23M8 2213 2.0023 2027 1.0601 1.8861 1.80m2
30 56V 41821 35804 399 30265 28667 2460 26513 2506 25112 24120 230m2 21982 20739 2.0089 1.0400 1.8664 17867
40 54230 40010 34633 31261 20087 2v444 26238 25289 24519 23882 22882 21819 2067y 20060 1429 15752 1.8028 1.7242 16371
60 52856 39283 33 3000 2v863 26204 2806 2411y 23344 22702 21692 20613 19448  18BIY 1182 1.7440 1.6668 1.5810 14872
120 51523 38M6 32260 28043 26740 251584 23948 22004 22217 2160 20548 19450 1B  1YEOY 16309 1.6141 15299 1.4 1.3108
s 50239 36889 31161 2YRE8  QNG6E 24082 22806 21018 21137 20483 19447 183X  1Y08S 16402 15660 1.48% 1.3883 1.2685 1.0039
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Table A4. Upper percentage points of the F distribution with vy, vy df
(b) 25% points

vy =df for the numerator
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| ---Comparaison de variances

Conclusion 2.63 est supérieur a Fg,,,donc au seuil de 5% les 2
variances different significativement on rejette HO

Plus de variabilité dans I'échantillon A

2

; , ; , , o SB
Résultats identiques si on avait travaillé sur le rapport F = —
SA



Il --- Comparaison d’'une moyenne observée
a une moyenne théorique



Il --- Comparaison d’une moyenne observée
a une moyenne théorique

* Formulation de la problématique

— La moyenne des notes d’un échantillon d’étudiants de PACES
en 2012 en FC est elle différente de la moyenne de
I'ensemble des étudiants de PACES en France?

—HO :pu=pu,

—Hl:pu=zpu,

--- Test Z de I’écart réduit (n 2 30)
--- Test t de Student (hypothése de normalité)

— La moyenne de I'échantillon est m = estimation de u




Il --- Comparaison d’'une moyenne observée
a une moyenne théorique

® Grands échantillons n 2 30

— La comparaison d’une moyenne m, observée sur n personnes/
cas (échantillon), a une valeur moyenne théorique p  est
basée sur I'estimation de I'écart réduit

c— m_
_Zzu Ho __ Ko

o - S

Vi Vi
— S : écart type de I'échantillon

* Si |Z] <1.96 la différence entre les moyennes m et i, n'est pas
significativea 5 % ie non rejet de HO

* Si |Z]| = 1.96 la différence entre les moyennes m et y, est significative
a5 %ierejet de HO

* Le Risque Z est lu dans la table de I’écart réduit (ie ici valeur 1.96 pour
5%)



Il --- Comparaison d’'une moyenne observée
a une moyenne théorique

¢ Test Z de l'écart réduit

— Sous HO :

* U=podoncp-py=0
* m estimation de u sur I'échantillon

— Sin =30 alors m suit une loi normale N (p, o/+/n)

* =>m - U, suit une loi normale centrée réduite N (0, o//n)

— S? est une estimation de g2



Il --- Comparaison d’'une moyenne observée
a une moyenne théorique

® Soit un échantillon de 30 étudiants agés de 18 ans et
dont la moyenne des notes est de 43.5 sur 100.

— Sur le critere de la moyenne I'échantillon peut il provenir
d’un population P dont la moyenne est 44 et de ¢ = 2.54% ?

* Choix du test et vérification des conditions
d’utilisation
— On veut comparer la moyenne d’un échantillon a la
moyenne d’ une population P de référence

— La taille de I'échantillon est > 30 et sa moyenne suit une loi
normale



Il --- Comparaison d’'une moyenne observée
a une moyenne théorique

e |avariable centrée réduite Z = m -, / s/\/n suit une loi
normale centrée réduite N(0,1)

* On définit HO et H1

— HO : p= po
— H1: p+ Yy

* On fixe le risque aa 5%

* On cherche a savoir si u# Ly que W soit inférieure ou
supérieure (situation bilatérale)

* moyenne u de |la population est estimée par la moyenne m de
I'’échantillon donc au final on test m #



Il --- Comparaison d’'une moyenne observée

a une moyenne théorique
® On rejettera HO si |Z]| 2 1.96 et on acceptera H1
e Si|Z]| <1.96 on ne rejettera pas HO

e Calcul de la statistique

43.5 —44
= 2—2.54/\/%—— 1.078

 |Z| =1.078 < 1.96 donc on ne rejette pas HO ie la

moyenne observée ne differe pas significativement de
la moyenne théorique

— p = compris en 0.28 et 0.29 (table de I'écart réduit)
— Donc l'échantillon peut provenir de cette population



Loi normale centrée réduite

Table de I’écart réduit
A 43.5 —44

/2 /2

-u

La table donne la probabilité a pour que I'écart réduit dépasse, en valeur absolue, un
c'est-a-dire la probabilité de ne pas trouver z dans l'intervalle [-u ; u] centré sur 0. Ch
hachurées correspondent a une probabilité égales a/2. La probabilité d’observer z dan
est évidemment 1- a.

Test bilatéral : lire a Test unilatéral a droite ou a gauche : diviser a par 2
« | 0,00 | 001 | 0,02 | 0,03 ] 0,04 [ 0,05 @ 0,06 | 0,07
0,00 co 2,576 2,326 | 2,17 1,881 1,812

0,10 1,645 | 1,598 | 1,555 | 1,514
‘ 0,20 1.282 | 1,254 | 1,227 | 1,200 | 1,175 | 1.15€0 | 1,126 | 1,103
0,30 1,036 | 1,015 | 0,994 | 0,974 | 0,954 | 0,935 | 0,915 | 0,89¢

1,47 1,44C | 1,405 | 1,372 | 1,341

0,40 | 0,842 | 0,824 | 0,80¢ | 0,789 | 0,772 | 0,755 | 0,739 | 0,722 | 0,70€¢ | 0,690

0,50 | 0,674 | 0,659 | 0,643 | 0,628 | 0,613 | 0,598 | 0,583 | 0,568 | 0,553 | 0,539

0,60 | 0,524 | 0,51C | 0,49¢ | 0,482 | 0,468 | 0,454 | 0,440 | 0,42¢ | 0,412 | 0,399

0,70 | 0,385 | 0,372 | 0,358 | 0,345 | 0,332 | 0,31S | 0,305 | 0,292 | 0,27S | 0,266

0,80 | 0,253 | 0,240 | 0,228 | 0,215 | 0,202 | 0,18¢ | 0,176 | 0,164 | 0,151 | 0,138

0,90 | 0,126 | 0,113 | 0,100 | 0,088 | 0,075 | 0,063 | 0,050 | 0,038 | 0,025 | 0,013




Il --- Comparaison d’'une moyenne observée
a une moyenne théorique

e Petits échantillons n<30

— Si la distribution de la variable aléatoire suit une loi
normale et la variance est connue on revient au cas
précédant de la loi centrée réduite avec le test Z

— Z =m -l / s/+/n suit une loi normale centrée réduite
N(0,1)



Il --- Comparaison d’'une moyenne observée
a une moyenne théorique

¢ Petits échantillons n<30

— Si la distribution de la variable aléatoire suit une loi
normale et |a variance est inconnue

e Test T de Student

— La comparaison de la moyenne m observée sur n cas a une
valeur théorique | est basée sur le rapport : “_i-”o = 2ko

S

NG N
— S désigne 'écart type estimé sur I'échantillon




| --- Comparaison d’une moyenne observée
a une moyenne théorique

* Si |t| estinférieur a la valeur lue dans la table de t (loi de
Student) pour ddl = n---1 et le risque 5%, la différence n’est
pas significaOve (ie I’échanOllon provient bien de la
populaOon au regard de la moyenne);

e Si |t]| est supérieur ou égal a la valeur lue dans la table de t
(loi de Student) pour ddl = n---1 et le risque 5%, la différence
est significaOve

* Valeur |t| trouvée dans la table de Student pour le risque
fixé = degré de significaOon



Il --- Comparaison d’une moyenne observée
a une moyenne théorique

®* |a moyenne des notes de statistique en PACES est de
45/ 100 (uo)

* Chez 18 étudiants on trouve une moyenne (m) de
54/ 100 avec un écart type (s) de 9

— Peut on conclure que la moyenne m de cet échantillon est
supérieur (test unilatéral) a la moyenne habituelle
/théorique py ?

— La moyenne m des notes suit une loi normale



Il --- Comparaison d’une moyenne observée
a une moyenne théorique

® Choix du test et vérification des conditions
d’utilisation

— L'échantillon est petit (n<30) mais la moyenne p suit une
loi normale dans la population dont est issue I'échantillon
(test unilatéral)

— La statistique t= m;”“ suit une loi normale de 18-1 =17 dl

Vn




Il --- Comparaison d’une moyenne observée

a une moyenne théorique

* Définir HO et H1

* Fixer le risque alpha et définir |la regle de décision

On s’intéresse seulement a savoir si i > [y donc situation
unilatéral

Valeur seuil en situation bilatérale t (2.5%, 17 ddl) = 2.11
Valeur seuil en situation unilatérale t (5%, 17 ddl) > 1.74

Si H1 avait été p < pg avec HO : u 2
— Valeur seuil en situation unilatérale t (5%, 17 ddl) < 1.74



Il --- Comparaison d’une moyenne observée
a une moyenne théorique

Sit= m_s 20 > 1.74 on rejette HO, on accepte H1
yn
.. M —Yy :
Sit= —s—<1.74 on ne rejette pas HO
ND

Calcul de |a statistique
m-po _ 54—45 9

=P R =5 = 4.24
vn V18 4.24
— 4.24 (t calculé) > 1.74 (t seuil) on rejette HO, on accepte H1 au risque de

5%
— Auregard des résultats la moyenne de la population représentée par
ces étudiants est supérieure a la moyenne habituelle

— p <0,0005 sur la table t de Student unilatéral



Il --- Comparaison d’une moyenne observée
a une moyenne théorique



TABLE DUt DE ST NT .

ddl\ L 0.45 0,25 0.15 0,10 0.05 0,025 0.01 0,005 0.0005 TU
ddl\ L 0,90 0,50 0,30 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001 TB

1 0,158 1,000 I 1,963 | 3,078 | 6.314 12,706 I 31,821 63,657 | 636.619 |

2 | 0,142 0.816 I 1,386 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 | 31,598

3 | 0,137 0,765 l 1,250 1.638 2,353 3,182 4,541 5.841 | 12,924

4 | 0.134 0,741 I 1,190 1.533 | 2,132 2,776 | 3,747 4,604 | 8.610 |

s | 0,132 0,727 I 1,156 | 1.476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 4,032 | 6.869 |

6 | 0,131 0,718 I 1,134 | 1.440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 3,707 | 5.959 |

7 | 0,130 | 0,711 I 1,119 | 1,415 | 1,895 | 2.365 l 2,998 | 3,499 | 5,408 |

8 | 0,130 | 0,706 I 1,108 | 1.397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355 l 5,041 |

) | 0,129 | 0,703 ’ 1,100 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250 | 4,781 |

10 | 0,129 I 0,700 l 1,093 | 1,372 | 1,812 I 2,228 I 2,764 3,169 | 4,587

11 | 0,129 0,697 I 1,088 1,363 | 1,796 2.201 I 2,718 3,106 | 4,437

12 | 0,128 0,695 I 1,083 1.356 | 1,782 2,179 | 2,681 | 3,055 | 4318

13 0,128 0.694 1,079 1.350 | 1,771 2.160 2,650 3,012 4,221

14 0,128 0,692 1,076 1.345 | 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
I 15 | 0.128 | 0.691 I 1,074 | 1.341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 | 4,073 |
l 16 | 0,128 | 0.690 I 1,071 | 1,337 | 1,746 2,120 I 2,583 | 2,921 | 4,015 | t= 4 24
I 17 | 0,128 | 0.689 I 1,069 | 1,333 | Q740/ 2.110 I 2,567 | 2,898 | 3.965 |‘ n l-l-a-té ‘a I
I 18 | 0,127 | 0.688 I 1,067 | 1.330 | 1,734 | 2.101 | 2,552 | 2,878 | 3,922 [

ONC p <

0.0005
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