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Introduction

Cette polycopié est une tentative de donner un coup de main a nos étudiants, en résolvant en détail certains
exercices d’analyse 3 et dans tous les chapitres liés a la polycopié comme séries numériques, suites et séries
de fonctions, séries entieres, séries de Fourier et les intégrales impropres.

De plus, nous n’avons généralement pas résolu les exercices notés par une étoile (x) ou les exercices supplé-
mentaires et avons laissé le soin au lecteur.

Ce travail, et comme tout travail humain, il n’est pas exempt d’erreurs et de manquements, nous vous deman-
dons donc de nous conseiller et de corriger nos erreurs si possible.
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Séries numériques Chapitre

1
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1 Série d’exercices N 1

| Remarque

L’exercice noté par (x) ou supplémentaire ne sera pas corrigé dans le sience de TD

Exercice 1

En utilisant la limite des suites des sommes partielles, déterminer la nature des séries numériques suivantes:

r(3)" 3 :

n>0 nsovVn+24+vVn+1
1 2
Rop Ty L (1-3)

1
. arctan (| ——— ).
LD+ s P O

Exercice 2

1
Montrer que la série harmonique ), — est divergente.
n>11

Exercice 3

Etudier la convergence des séries suivantes

1 (4n+1)3
1 —.(* S~ T
. ngl 2n ) . n>1 (5712 + 1)3
1 1\ 7

[¢2]

g
:N
+
N

[=]

1
7 (neﬁ —n).
n>1

3 -
P H Ehn (1+e7).()

Exercice 4

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants:
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n \2 1
Bu-( ) B =
1
H .

" ncos?n

Exercice 5

Donner la nature des séries numériques suivantes en se servant du criteére des suites des sommes partielles

associées.
(n+1) n* — (n+1)°
Ch T =)
(n—(=1)") _ n
b= S AT

H- 1+2+..+n nwnzln(l—l).

I Iy n2

Exercice 6

(="

Montrer que la série de terme général u,, = ————— est semi-convergente.

In(2 + /n)

Etudier la convergence de la série numérique de terme général u,,
3 241
Uy = (—1)””—'. U, = sin (n a 71)
B - acC H = (-)"(Vn+1-yn)

n!
n Uy, = %,pournz 1

up =na"1,aeC

Etudier la nature des séries a termes positifs suivantes

2 2+ cos(n)
n
1 . 2 —_.
. ng() 21’1 _|_ 1 . ngl 1’13
Y ne"
n>0

Exercice 9

En utilisant le théoréme de comparaison, étudier la nature des séries suivantes
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Exercice 10

aussi convergentes

Exercice 11

Exercice 12

n
| [

n!’

H _ 1x3x5x..x(2n—-1)
T 2x4x6x..x(2n)

mo. -

2
a —n
Uy = (1+E> ou a > 0 est un réel.
nn
32’

o (e

pGEE

Exercice supplémentaire 1

méme nature.

Dr: D. Bouafia

Soit (u,) une suite de réels positifs et v, =

Y~ arctan (%)

n>1

Soient ) u, et ) v, deux séries a termes strictement positifs convergentes. Montrer que les suivantes sont

Y max(un, vn), Y /iUy et Zﬂ

U, +o,

Déterminer en fonction du parametre & € IR la nature de la série de terme général

ln(n).

an

En utilisant les critéres du convergences (Riemann, Cauchy, D’Alembert, Raabe-Duhamel,...). Etudier la
nature des séries dont les termes généraux sont les suivantes

.-

n2

n

kH1(3k—1) 2
n U, = <—: - ) )
I1 3k
k=1

3271—1
n24+1

7 RO

Etudier la nature de la série de terme général u,, (convergence et absolue convergence).

(="
ey

" — 2 + sin(an)

5 ,oua > 0 estun réel.
n

Un

Montrer que les séries ) u, et ) v, sont de
Up n>0 n>0
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Méme question avec
Un

T Uty tuy

On pourra établir In(1 — v,,) dans le cadre de divergence

On

Exercice supplémentaire 2

Etudier la nature de la série de Bertrand suivante

1

——, (a0, BER).
s ¥ In? (n)
Exercice supplémentaire 3
Etudier la nature des série suivantes.
sinn cosn
r r —.
n>1 N n>1 N

Exercice supplémentaire 4

2
Déterminer la série ( v aZ”) , 4 €]0,1].
n>0

—1)"
Calculer le produit de série ) u, avec elle méme, telle que u,, = (=1)

n>1 \/ﬁ .

Dr: D. Bouafia H Université de M’sila




2 Correction de série N 1
Correction d’exercice 1

n
La suite de terme général (5) est une suite géométrique de raison 3 alors,
nooonNk 2\ n+1
s-£6)-5(-0)7)
=L (3 ( 3

lim S, =3,

n—r—+00

donc,

n
ainsi la série ) (5) est convergente et sa somme est
n>0

5:%(%)": lim S, =3.

=0 n—-—+too

Pour tout n € IN*, on a
11 1 11
4n2 -1 2 2n—1 2 2n+1’

par conséquent,

1 1 k=n 1 1 1 k=n—1 1 k=n 1
S = Tamor o (- zn) 2l & s L)
k214k -1 2k:1<2k_1 2k +1 2 = 2k +1 k:12k+1
1
=)
2 2n+1
donc, on trouve, .
A, 51 = 5
Alors, la série n§1 P — est convergente.
Pour tout n € IN*, on a
1 1 1 1

it )(n+2) 21 n+l  2mt2)

donc on aura,

S”:ik(k+1§(k+z):%(%_kiﬁz(klz))'
k=1 k=1
Or,
k:n 1 n 1 1 k:nl n 1
Lo Yogry ~ 2 ik Lisd)
2 4 Sk o 2n+1) 2n+2)

Dr: D. Bouafia
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et

§oL M1
kzlk—i—l = kK 2 k:3k n+1
Par conséquent, on obtient
1rk=nq L k=n 1 1
5[;% g } ; _2(n+1) 2(n+2)
D’ou
lim S, = 1
nsdeo 4
Alors, la série ¥ 1 t t
ors, la serie est convergente.
ns1 n(n+1)(n+2) &
Pour toutn € IN,on a
1
=vVn+2—+vn+1,
Vi+2++/n+1
par conséquent, on trouve,
k+2— k+1) =Vnt+2-1.
;,\/k+2+\/k+1 k;,(
Alors, on résulte que,
h.m Sn - ‘JI_OO,
n— 400

1

ainsi la série )

n>0vVn+2+yn+1

Pour toutn > 3,0na

est divergente.

In(1- %) —In(n —2) — In(n),

alors,
Su = iln(l—z>=i(ln(k 2) ~In(k)) = ):m ~Y (k)
k=3 7 =3 k=3
= In2—-In(n—1) —Inn :an—In(n_l),
d’ou,

ainsi la série }_ In
n>3

n Sachant que pour tous &, E]

Dr: D. Bouafia

Iim S, =1In2,

n——4oo

2
(1 — E) est divergente.

[ona

22

tan(a) — tan(p)
1+ tan(a) tan(p)

tan(a — B) =

Université de M’sila



posons
n = arctana et § = arctanb,

oua, b € R, donc, on obtient

a—>b
arctana — arctan b = arctan ( )
1+ab

Alors, pour a = k + 1 et b = k on déduit que

arctan(k 4+ 1) — arctan(k) = arctan (m) = Upt1 — Un,

ot vy = arctan(k) le térme général de la suite (vy)r>1. Par conséquent, pour tout k € IN*, on
trouve,

k=n
1 1
Sy =Y arctan ( 5——— ) = arctan(n + 1) — arctan(1) = arctan(n + 1) — .
P (kz +k+ 1) 4

Par passage a la limite, on obtient,

. - T
D’ou la série ) arctan est convergente et sa somme vaut —.

£ arctan ()

Correction d’exercice 2

11 suffit de montrer que la suite de sommes partielles que lui associées (S, ), >1 n’est pas de Cauchy, c’est
a dire,
Je >0, Vng, 3p, € N: p>qg>mngona |S,— 5, > e
no]

En effet, soit S, = }_

o alors, pour p = 2n et ¢ = n, on aura
k=1

|Sp - Sq| = |52n - 5n|

S T
dn+1 n4+2 77 2n

1 1 1 2

%—'_Zn “on T 2n

v

N[ —

1
Il suffit ainssi de choisir ¢ = 5 pour que (Sn)n>1 n’est pas de Cauchy.

Correction d’exercice 3

Il s’agit d’une série de Riemann divergente aveca =1 < 1

1
OnaVn € N: —— ~ —. Alors, il s’agit d’'une série de Riemann divergente avecaw =1 < 1.
3n+1 3n
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2
) nc—+2
Comme, lim 5
n— 400 n

converge pas.

= 1 # 0. Alors, la condition nécessaire ne pas satisfaite, donc la série ne

3 3
OnaVn € IN* : 7 = —. Il s’agit du terme général d'une série de Riemann divergente avec
n 2
n

a=1<1.

Pour tout Vi € IN, on a:
(4n+1)% 42 o
(5n?2+1)3 53" nd

Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec « =3 > 1.

n Pour tout Vi € IN*, on a:

(1 _ 1)” N enln(l—%) _ en(—%—l—o(%)) _ o lto(1) e_l# 0.
h +

Donc, la série diverge.
Pour tout Vi € IN*, on a:
1 1 1 1
nen —n:n(en —1) Nn(l—i———i—o(—) —1> ~140(1) —1#0.
n n n—s+00
Donc, condition nécessaire ne pas satisfaite et la série est divergente.

VYneN*:In (1 +e_”) ~e = (%)n.

Donc, la série est géométriquement convergente, car de raison dans | — 1, 1].

Correction d’exercice 4

Pour toutn € IN, on a

2

n 1 1

u, = ( n ) _ enzln(nil) _ e—nzln(”: ) e—nzln(1+ﬁ)
n+1

_n? 1,1 1
~ e 8 <1+n+"2+0<”2>> ~ e_n+1+0(1) ~ e_ne1+o(1) ~ e(l)n.
e

Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans | — 1, 1], et la série est convergente.

Pour tout n € IN, nous avons:
1 1
Uy = 5 > —
ncos‘n ~ n
b . b ’ . \ LIPS 7 . \ 1 . ’ ’ b ’ . .
Il s’agit d’une série a termes positifs supérieurs a —, qui est le terme général d’une série de Riemann
n

divergente avec « = 1 < 1. Donc la série diverge.
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On a pour tout n € IN* :
1 1
iy = - —0<1
iy O <

n n—+oo

D’apres le test de Cauchy, 0 < 1, alors, la série est convergente.

Correction d’exercice 5

; : s - n+1
La suite de somme partielle associées au série ) ( 3 )
n>0

est positive, croissante et bornée par 1,

L |
donc, convergente. Posons A;, = ). —, alors, on a:

k=03"
nok+1) 1 Lk
s L T hEthE
k=0 k=0 k=0
3 1\ntl "k
=30-G) )Lz
Or .
=k kK 'k+1 1
DR VLSS pLam S
k=0 3k k=1 3k k=0 3kt 3
Ainsi, on trouve,
3 1\n+l 1 ) . 1 . . 9
Si=3(1=(3) )+ 3% = lim S = Jlim Avt 5 lim o= lim S, = 7
1
Par conséquent, la série ) (113%) converge et a pour somme vaut 1
n>0

D’apres la somme partielle de la série précédente on a:

U Vo B S C 1
"ok3 — 1y
= Lx-i-(5) )

"ok "k k41 1
237=237=ZW:§

k=0 k=1 k=0

Sn_l .
Alors, par passage a la limite et en utilisant le résulte précédent, on obtient,

lim §, = — lim §(1—(_—1)n+1)+1 lim S, ;= —°+ XZ:O.

1
n—-+oo n——+o0 4 3 3 n—-+oo 4 5

Par conséquent, la série ) b, est convergente et a pour somme vaut 0.
n>0
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On sait que pour tout 7 € IN*, on a
P42+ +n°=0142+..+n)%

Alpors, pour tout n € IN*, on obtient

n 1424 .. +k 1424 .4k "2
5”_;”‘ - Z:1~°’+23+...+k3_,<21(1+2+...+k)2_k_Zik(kle)

- 2f (- ) =20 k) =2

Par conséquent, la série ), ¢, converge et a pour somme la valeur 2.
n>1

Pour tout n € IN, nous avons

k+1 (n+1)3

n
Sn = I;QT/lk Z 4k' Z —23k! = T nj+oo .

k=0

n
Par conséquent, la série ) uj converge et a pour somme la valeur nulle.
k=0

Pour tout n € IN, nous avons

S —i = i k _1Xi( 1 B 1 )
n—k:OTJk = kZO(k2+k+1)(k2_k+1)_2 \kz—k—klj \k2+k+1j

Xk Xk+1

xi(x x > 1><(x Xp+1) 1><<1 L L
k—Xk+1) = 5 0~ Xn+1) = 5 - ) 75 -
P 2 2 n-+n+1 %o

N —

1
Par conséquent, la série ) v, converge et a pour somme la valeur 5
n>1

n Pour tout n > 2, nous avons

n

sn:kizzwk = Zln(l—k—2>:Z(1n(k+1)+ln(k—1)—21n(k)>

k=2
n+1
)—>

= —In24+In(n+1) —In(n) = —In2+1In (T —In2.

n—>-—+oo

Par conséquent, la série ) w, converge et a pour somme la valeur — In 2.
n>1
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Correction d’exercice 6

On définit la fonction f sur IR par:

1
f&) = e v

Alors, on a

n@+v%) __ 3F

2+ Vo) (In@+va)P
(~1)"

In(2+ /n)

de série alternée (Théoréme de Leibniz), la série converge.

f(x) = -

Donc la suite de terme général u, = est décroissante, elle tend vers 0, d’apres le test

D’autre par, on a

1

Uy| = ———,

4] In(2 + /n)
et comme,

lim n?[u,| = li n +
= —_— = o0,
n—1>r—ir—1<>on Hn n—lg-loo In(2 + \/ﬁ)
1

D’aprés les régles de Riemann la série de terme général |u,| = ———— diverge, car (v =

In(2 4 /n)

=~ < 1), ce qui montre que la série ) u, ne converge pas absolument. Cette série est donc semi-
2 n>0
convergente.

Correction d’exercice 7
3

Posons v, = |uy,| = % Alors, on a

>0 .
n+1n—4oo

Upt1l (n—|—1)3 1
v, \ n

D’aprés le critere de D’Alembert, la série de terme général v,, converge, donc la série de terme général
u, converge absolument, donc elle converge.

On pose v, = |uy| = %.A]ors, ona
On+1 _ 1

—0 .
Un n+1n—+oo

D’apres le critére de D’Alembert, la série de terme général v,, converge, donc la série de terme général
u, converge absolument, donc elle converge.

uy =na"!, a € C. On pose v, = |uy,| = n|a|" 1. Alors, on a

Il = M a] — |a].
On n+1 n— 00
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Si |a| < 1, d’aprés le critére de D’Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de
terme général u, converge absolument, donc elle converge.
Sila| > 1, |uy| — oo alors, la série diverge grossiérement.

Pour tout n € IN*, on a

n2

17r> = sin (nrc + %) = (—1)"sin (%)

Il s’agit d’une série alternée car Vi € IN* : u,, > 0, il est a peu prés évident que est décroissant et
2
n

Uy, = sin(

tend vers 0, d’apres le théoreme de séries alternée, la série ) . sin (
>1
On remarque que cette série est semi-convergente, car, pour toutn > 1,on a

241
ol = Jsin ()| = s (7)1

7T) converge.

Pour tout n € IN, nous avons,

1

up = (=1)"(Vn+1-+n) = (—1)nm~

1
Comme la série a,, avec (; = ———————
,Eo ! T Vn+14+

d’apres le théoréme de séries alternée, la série ) | u;,, converge.

des termes positives, décroissant et tend vers 0,

>1
n Pour toutn > 1, on a:
(n+1)!
Upp1  (m+1)ntt _( n )”_ 1
un n_' n+]_ (1 + i)ﬂl
n?’l
donc,
1 1
lim L — lim =-<1

Ainsi d’apres le critére de D’Alembert la série ) u, converge.

n>1
Correction d’exercice 8
D’apres le regle de Riemann, on a
712
4 4
. n . . n
lim 21—1_1: Iim — = lim —— =0,
n—too L n—4o00 2 p—toeo eitIn2
n
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n2

1
or la série de Riemann ) — converge, donc, la série )
n>1 n? & n>02" +1

est convergente.
Pour tout n € IN, nous avons
2+4cos(n) _ 13

< —
n3 — nd’

or la série de Riemann ), — est convergente, ainsi d’aprés le Théoreme de comparaison, la série
n>1 n

> 2+ cos(n)

3 est convergente.
n>1 n

En appliquant autre fois le régle de Riemann, on aura

. ne" .nd
lim = lim — =0,
n—+too L n—-+oo e
n2
or la série de Riemann ). — est convergente, ainsi d’aprés le regle de Riemenn, la série ) ne™"
n>1Mn n>0

est convergente.

Correction d’exercice 9

cos(n
La série ) #
nsen(n—1)
est absolument convergente. En effet, on a bien pour toutn > 2 ona

dont le terme général ne garde pas un signe constant est convergente car elle

cos(n) 1
‘n(n—l)) “nn—-1)

Or, on a déja établi la convergence de la série )

—— . En vertu du critére de comparaison
ns2n(n—1)

. . L1 cos(n .
combiné avec celui de convergence absolue, on déduit la convergence absolue de ) # qui

n>2 n(n — 1)
implique immédiatement sa convergence.

Pour toutn > 0,ona
1

1
arctan (—) ~ —,
212/ +oo 212

or la série de Riemann ) 55 est convergente, ainsi d’aprés le théoréme de comparaison, la série
n>1 n

Y arct ( ! ) t t
arctan | ——-= | est convergente.
n>1 21’12 &

Pour toutn > 0,ona

S

sin (3)

+
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1
or la série de Riemann ) — est divergente, ainsi d’aprés le théoréme de comparaison, la série
n>1 n

.1
Y. sin (—) est convergente.
n>1 n

Correction d’exercice 10

On sait que pour tousa, b > 0,on a

1
ab < z(a2 +b?).
Donc, on exploite les comparaisons suivantes

1 UuUy Un
’ < 7 S ~ t — S .
max(ity, 0n) < Uy +0Vn, Y \/UnVn z(un +o,) e o it v, < Uy

Par comparaison de série a termes positifs on peut alors conclure.

Correction d’exercice 11

Sia > 1, alors on utilise la régle de Riemann avec  €]1, «],

nﬁln(n) _ In(n) o<1

n« n“_.B n—->-4o00
Cela montre que la série de terme général 1, converge car f > 1.

Sia < 1, alors on utilise la régle de Riemann avec § €]a, 1],
1
nﬁM = nP~*In(n) — 4.
n< n—-—4oo
Cela montre que la série de terme général 1, converge car f < 1.

Lorsque & = 1, c’est plus compliqué, les regles de Riemann ne marche pas. Il s’agit d’'une série a
termes positifs, on peut appliquer la comparaison a une intégrale de la fonction

Inx

firx—=—.

X
f est continue sur ]0, +00[, donc intégrable et on a,

A
Inx . 1 2 A
frtae ! 10

. . . . In x . -
ce qui montre que l'intégrale est divergente, la fonction x — —— est clairement décroissante et

In(n) y

— diverge.
n

tend vers O en I'infini, donc la série de terme général u, =
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Correction d’exercice 12

Pour toutn € IN, on a

. u ) 3
lim —1 = lim =0<1.
n—+oo Uy n—+oon+1
Donc, d’apreés le critere de D’Alembert la série ) u, est convergente.
n>1
Pour toutn € IN, on a
. u . 2n+1
lim — = lim =1
n—-+oo Uy n—-+oo 21 + 2

Donc le critére de D’Alembert ne donne aucune information sur la nature de la série ) u,. Mais
n>1
u?’l

on peut donner un développement limité de L au voisinage de +oo,

Uy

1

w:1+2+0(1)
Uy, n n’’

d’ou d’apres le critere de Duhamel, la série ), u;, est divergente.
n>1

lim i = lim (1+5) " =e

n——+oo n—+oo

ﬂ Sia > 1lasérie ) uy converge.
n>1

B sia < 1lasérie ¥ u, diverge.

n>1

Sia=1,u, =1etlasérie Y u, converge.
n>1

im ¥u, = lim (2%) = 0 < 1. Donc, la série ) u, converge.

n—r—+oo n——+o0 n>1

La limite

. Upiq
lim " — 1,
n—-+oo Uy

le critere de d’Alembert ne permet pas de conclure sa nature, appliquons donc la régle de Raabe-

Duhamel. 1492
lim n( u"): lim n( +2n>:2>1,
n—r+00 Uy n—-400 n
ce qui prouve la convergence de la série.
n Pour toutn € IN, on a
1)\ 2
lim 2L = Jim (M) =1.
n—stoo Uy n—+oo \ (3n + 3)
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Ce qui est un cas douteux, alors on calcule la limite,

(e <) = (G ) 1)

= lim n( 4 + 4 )—é>1
© n=te \Bn4+1 0 (Brn+1)2) 37 7

D’ou d’apres la régle de Raabe-Duhamel la série ) u, converge.
n>1

323 323
lim Yu, = lim | — | = lim | ———— | =9 > 1. Dong, la série ) u, con-

1 1
n—+oo n=teo \ (p2 4 1)u n—+oo \ pyIn(n?+1) n>0

verge.

Correction d’exercice 13

Pourn > 2,0na
1 1

Uy| = 54——— ~ —.

i0n n2 + (=1)" +e n?

Donc la série ) |uy| est converge, d’aprés ce que I'on sait des séries de Riemann, de sorte que la
n>2

série alternée ) u;, est absolument convergente.
n>2

Pourn > 1,0na

Donc la série Y |u,| est diverge (équivalente a la séries de Riemann avec & < 1). Mais d’aprés le
n>2

régle de Leibniz, la suite de terme général b, = est décroissante et tend vers 0. Alors la série

1
Vn
alternée ) u, est semi- convergente.

n>21

1) 1
n ‘(i‘ (_)1)n = (_1)1’10”, telle que Uy = m Comme la suite
(Un)nzz n’est pas décroissante, on ne peut pas appliquer le critére de Leibnitz. Mais en utilisant le

dévellopement limité on trouve,

Pourn > 2,onau, =

_1\n _1\n _ 1\ —1
o = e (e )
. =D (1- (—1)”) _ = L

(="

Car (1 4+ t)* ~ 1+ at au voisinage de 0. Sachant que les deux séries de termes généraux et

n
1
— convergent respectivement d’aprés Leibnitz et Riemann, alors la série ) u, converge.
n n>2
1
Pourn > 2,ona |uy,| = ———— = (—1)"v;, ~ —.Dongc, lasérie ) u, semi-converge.

Dr: D. Bouafia Université de M’sila



Pour tout n € IN*, on a
2—|—sin(an)) < 3

un — ‘ A

|t o "

D’ou la série Y |u,| est converge (équivalente a la séries de Riemann avec & > 2). Par conséquent
n>2

la série ) u, est converge.

n>2

Correction d’exercice supplémentaire 1

ﬂ On montre 'implication directe. Si la série de terme général u, converge, alors lil}rl u, =0,
n——+oo

donc on a 1
. u .
lim 2= lim —— =1
n—+o0 v, n—+oo 14 Uy

Donc, u;,, ~ v,, c’est a dire les deux séries sont de mémes natures.

m Réciproquement, si la série de terme général v, converge, alors lim v, = 0, donc on a
n—r+00

Un On

UOp = —— < Uy = ——.
" 1+un " 1_un

On a encore v, ~ u,, donc les séries sont de mémes natures.

) u
H Si ) uy converge et est de somme S alors v;, ~ ?n et on peut conclure.
n>1

Si Y uy diverge, alors,

n>1

L _ U1 .
k:len(l—vn)—ln( ) y —00 .

U +up+...+uy/ n—+o

Siv, = 0,In(1 —v,) ~ —vy,, donc Y v, diverge car les séries sont de signe constant.
n>1
Siv, » 0, lasérie ), v, diverge grossierement.
n>1

Correction d’exercice supplémentaire 2

Etude de la série de Bertrand

1
——, (a, B€R).
nso Nt In (1) (o )
1
On pose u,; = "‘l—ﬁ() Premieérement nous donnons un tableau qui montre la limite du terme général
n*In”(n

uy, suivant les valeurs réels de a, B.
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x>1 a=20 x <1
g>1 Iim u, =0 Iim u,, =0 lim u, = +o
n—-+oo n—+4oo n—+o0
B=0]| lm u,=0 Iim u, =1 lim u, = +oo
n——4oo n——4o0 n——400
B<1l| Iim u,=0| lm u,=4oco | lim u, = +oo
n—+400 n—+oo n—+00

D’aprés le tableau précédent, il est clair que pour « < O ou (@« = 0 et B < 0), la série de Bertrand

est divergente.
n>2 n®InP (n)

Pour o« = 0, B > 0, la série de Bertrand est divergente car

Inf n

I

lim = lim
n—-+oo

— 0,

n——4oo n n—->»—+00

—_

Inf n
or la série ). — est divergente, ainsi d’aprés le régle de Riemann, la série } 5
n>1M1 n>11n"n

D’ou la série ) 5
n>11n"n

est divergente.

est divergente pour tout § € R.

Pour « = 0, B > 0, la série de Bertrand est divergente car

1 1 B
. " . n’n
lim *11 = lim — 0,
n—r—+00 n—+oo n n——+00
Inf n
L 1 : o X . - 1 .
or la série ) — est divergente, ainsi d’aprés le régle de Riemann, la série ) est divergente.
n>1M n>11nP n
D’ou la série ) est divergente pour tout 8 € R.
n>11nP n
Poura >1, > 0,0ona
1
, apP
lim 28n"n _ 0,
n——4oo
ne
or la série ) — est convergente, ainsi d’apreés le régle de Riemann, la série ) ———— est con-
n>1MN n>1n Infn
vergente.
PourO<a <1,ona
1
: n . Infn
lim = lim =0,
n—s+4oo 1 n=-+too pl—u
n®Inf n
. 1 T X : s 1
et comme la série ), — est convergente, ainsi d’aprés le reéglel de Riemann, la série T est
n>11 n>1n In"n

divergente.
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positive, continue et décroissante sur [2, +o0[, et donc

B} Pour « = 1, la fonction x —

—+00
I'intégrale [

xInf x

dx et la série ) sont de méme nature. Orsi § # 1 ona

b xInP x n>2 ninfn
+o00 1 +o0 t 1 ¢
/ dx = / uPdu = lim uPdu = lim [ ul_ﬁ}
x*InP x =00 to4oo L1 — In2
In2 In2
L (In2)'=# :Si g>1

— 1-p
+oo . Si p<1.

Alors, dans ce cas,

B sip > 11asérie ¥

est convergente.

n>2 nlnfn
. . 1 .
Sip < 1lasérie ), est divergente.
n>2 1 In? n
ﬂ SiB = 1lasérie ), et I'intégrale définie sur [2, 40|, et la fonction x — sont
ns2 nlnn xInP x
méme nature, donc est elle divergente. En effet
+o0 t t
1 . 1 . 1 . t
dx = lim = lim —du = lim [ln u} = +o0.
xInx to+oo ) xlnx to40 ) u t——+oo In?2
2 2 In2

Ainsisia®a > 1loubiena =1 et

B > 1, la série de Bertrand )

B est convergente.
n>2 n*Inf n

n Pour w > O et f = 0, la série de Bertrand devient une série de Riemann ), — qui est convergente
n>2 n

si et seulement si B > 1.

ﬂ Pour o« > Q et

B < 0, alors, pour tout € > 0, on trouve,

1
1
lim m = lim =0.
n—-+oo 1 n—4o0 p€ lnﬁ n
ne—e

Il est clair que pour &« — & > 1, (i.e. « > 1 + ¢), la série de Riemann ) est convergente.

1’[22 nlx_f

x—1
Y sia > 1alors il existe un ¢ > 0 (par exemple ¢/ = T) tel que & > 1+ ¢/, donc la série

B est convergente.
n>2 n*1In"n
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txglona

! B
. ne . In"n
lim —%—— = lim — 0,
n— 400 1 n—4+o00 n n—-> —+oo
n*1nf n
Comme la série de Riemann ), — est convergente, car « < 1, alors d’apreés le régle de Rie-

n>2 n*

mann, la série ) est divergente.

n>2 n¥ InP n

Alors, d’apres cette étude on conclut que:

(i) Sia > 1lasérie ),

converge pour tout S € R.
n>2 n®Inf n

(i) Sia < 1la série )

converge pour tout S € R.
n>2 n®Inf n

(iii) Sia = 1la série )
n>2 n®Inf n

Correction d’exercice supplémentaire 3

1
Pour tout n > 1, posons u, = a,by, ou la suite a, = — qui est bien positive et décroissante vers
n

converge si et seulement § > 1.

zéro, et la suite des sommes partielles associée a la suite b,, = sinn est bornée. En effet, pour tout
n>1ona

n n n
1S, = ‘Zbk‘z‘Zsink‘:‘ZIm(eik)‘
k=1 k=1 k=1

n " n " n—1 % 11— ein
i ik| « ikl — |0 k| — |t ‘ ‘
- 2 I S

V2—2cos1 sin(3)

sinn

Alors, d’apres le critere d’Abel la série )
n>1

est convergent.

Pour tout n > 1, posons u, = a,by, ou la suite a, = — qui est bien positive et décroissante vers
n

zéro, et la suite des sommes partielles associée a la suite b, = cosn est bornée. En effet, pour tout
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n>1ona
n n n

1Su] = ‘;bk‘:‘gcosk‘:‘gRe(eik)‘

<‘Z ik Ze

2 1
= M.

< =
~ V2-—2cosl sin(3)

— ein

= ‘Re ek
k=

_ei

n
Alors, d’apres le critere d’Abel la série ), cos

n>1
Correction d’exercice supplémentaire 4

Pour tout a €]0,1[, c’est & dire |a| < 1, donc la sérié géométrique Y a®" converge (absolument
n>0

est convergent.

convergente). Alors, on a

(ZaZn)z _ (ngoan)(zan): Y dbank

n>0 n>0 n>0k=0
n
SIS ES SO M ES IR
n>0k=0 n>0 k= n>0
Pour tout n € IN*, on a
T y
Wy = UppUy— = (— e

k=1 —1 Vk(n—k)

n—1
Comme es termes de la somme A, = )}, ————— sont tous supérieurs a —. Donc, on a

k=1 \/k(n —k) 2n

=1 Vk(n—k) 2n 2

En on déduit que la suite (A;),>1 ne converge pas vers 0, et par conséquent 1ir4r_1 wy, # 0. Donc
- n— 400

la série ) w est grossierement divergente.
n>1

—1)"
On remarque que la série produit diverge malgré que la série (=1) est convergente, mais n’est

n>1 \/E

pas absolument convergente.
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Suites et séries de fonc- Chapitre

tions

2

Sommaire
.1 Série d’exercices N 2 . . . . o o i i it e e e e e e e e e e e e e e e, 25
.2 Correctionde série N 2 . . . . o o i i it e e e e e e e e e e e e e e e, 29

1 Série d’exercices N 2
Etudier la converge simple et uniforme des suites de fonctions sur le domaine indiqué

2n|x| x"

fn(x):m/I:]R- f"(x):1+ax"’I:]R
. fu(x) =2"(1—-x), I =10,1].
fu(x) = 1+ nx’ I= [0/1]' sin(nx)

B r(x) =212 , I=R.

fu(x) =n(er —1), I=R. fu(x) = nx?e ™, [ = [0, +oo|.

Soit la suite de fonctions définie sur R pour tout n € IN*, par

fu(x)

o X
T 1+ nn?

Montrer que la suite (f;;) converge uniformément vers une fonction f sur [0, 1].

Montrer qu’on a f'(x) = lim f;(x) partout sauf en x = 0. Que peut on déduire

X—>+00
Exercice 3

Soit (fn)n>1 une suite de fonctions définie sur [0, 1] par

ne* 4+ xe=*
Sl =

Etudier la convergence simple et uniforme de la suites (f;;),,>1 sur [0, 1]

1
- 3
Calculer n1_1>rJrr100bf(x +1) fu(x)dx.
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Exercice 4

Soit la suite de fonctions définie sur [0, 400 pour tout n € IN*, par

fn(x):{ % :Si x € [0n]

0 :Si x>n.

Montrer que la suite (f,;) converge uniformément vers une fonction f sur [0, +o0].

—+00 —+00
: . PRI
Calculer n1—1>1;|r—100 Of fu(x)dx et { n1—1>IJIrloo fn(x)dx. Que peut on déduire ?

Exercice 5

Soit la suite de fonctions ( f;;),>1 définie sur [0, +-co] par
X\ ,
0 :Si x> n.

Montrer que la suite (f,;) converge uniformément vers une fonction f(x) = e~ *.

too
En déduire f e Ydx.
0

Exercice 6

—1)"
Soit la série définie sur 'intervalle I = [1, +oco[ par ) (=1) .
n>1 n—+x

Montrer que la série est converge vers une limite S continue sur I.

Montrer que S est dérivable sur I et calculer sa dérivée S’ et on déduire que S est croissante sur I.

Puis, calculer lim S(x)et lim S(x).

x——1 X—r 400
Exercice 7

On considére la série de fonction Y. f, telle que, f,(x) = sm’E—Zx)
n>1

Montrer que cette série converge pour tout x € R.

sin(nx) _ ,
———= est une fonction continue.

Montrer que f(x) = Y},

n>1 113

Montrer que

i 1
0/f(x)dx = 2n21 Gn =1
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Montrer que
VxeR: fl(x)=2Y M
n>1
/” i cos nx) B i (—1)"
0 n=1 n=1 (27’1 + 1)3 .

Exercice 8

Soit la suite de fonctions ( f;;) définie sur R par,
—nx

fal#) = (1",

Montrer que la série de fonctions ), f, converge simplement vers une fonction sur R..
n>0

Montrer que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur [a, +0co[, a > 0. Ce résultat
n>0

reste-t-il vrai sur [0, +-00[ ou sur |0, 4o0[.

Montrer que la série ) f, converge uniformément sur R .
n>0

Exercice 9

Soit la série de fonctions Y f,, définie sur I'intervalle |0, o0 tel que,
n=0

(=1)"
n—l—x

fu(x) =

Montrer que la série ) f, converge simplement vers une fonction f.
n>0

Montrer que
Vx €]0, ool f'(x) =) =)™

Exercice supplémontaire 1

Soit la fonctions f définie sur R*, pour tout n € IN*, par

flx) = n‘g‘ln—l-ln(l-l-nx)'

Justifier que f est définie et continue sur sur RY .

Déterminer la limite lim f(x).

X—+00

Dr: D. Bouafia Université de M’sila




Etablir que f est de classe C! sur R* et déterminer f”.

Exercice supplémontaire 2

Soit la suite de fonctions ( f;;);>0, définies par f,(x) = V1 — x%2 + e~ sin(nx).

Montrer que la suite ( f;),>0, converge simplement sur [—1, 1] vers une fonction que I’on détermin-
era.

Montrer que la suite ((f,),>0, converge uniformément vers une fonction f sur tout intervalle [a, 1]
oua > 0.

Montrer que la suite (f,;),;>0, ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1].

Exercice supplémontaire 3

Pour x € R on définie la fonction f pour tout n € IN*, par

o) — +0oo (_1)71
fx) n;lln(nx)'

Déterminer I'ensemble D de définition de f.

Montrer que f est continue sur |1, -o0].
Calculer les limites de f en +co et 1.

Montrer que f est de classe C! sur ]1, +oco et dresser son tableau de variation.

Exercice supplémontaire 4

Etudier les types de convergence pour les séries suivantes

+o sin(nx) oo
1 —=, xR 4 —1)"x"(1—x), xe€]|0,1].
L I B (-0wa-x), xel]
too ] T nx
2 —, € R. 5 _—, R..
. ngl n* * . ng() 1 + 7’14x2 X e *
“+o0 —+o00 X
Y x"(1—x), x€][0,1]. B = xer, x€0,+of
n=1 n=1
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2 Correction de série N 2

Correction d’exercice 1

2n|x|
14 n2x2"

Etude de f,,(x) =

ﬂ La suite (f;),>0 définie sur R, pour tout n € IN. Donc, on étudant la convergence simple sur

R.

Pour x = 0, ona f,(0) = 0, donc, nLiIEoo fa(0) = 0.
, _ g 20

Pour x # 0, on a nEwan(x) = nl_l)I_]Soo 2 0.

Donc la suite ( f;;),>0 converge simplement vers la fonction f nulle sur IR, définie par f(x) = 0.

Convergence uniforme sur IR.
. . 2n|x
Pour x = —, nous avons, lim f,(x) = lim _2nlx] =
n n—r+00

nsteo T+ 1n2x2  nobe1+1 1 # 0. Alors, la

convergence n’est pas uniforme sur R.
On étude la convergence uniforme sur les intervalles de formes I =] — o0, a] U [a, +0c0[ pour

1
a> p La fonction f, est paire il suffit de I’étudier sur [a, +-o00[. On a pour tout x > 0,

2,2

1—nx
/
fn(x) :2”m,

et le tableau de variations est donné par

X 0 % a +o0
ey + 0 -
1
0 0
2
Il = sup 1o )] = fula) = 2

Donc, lirJrrl || frlleo = 0, ce qui montre la convergence uniforme de la suite (f;),>0 sur I.
n— o0 -

1

Etude de f,,(x) = T

B} On étude la convergence simple de (f;),>0 sur [0,1].
Pour tout n € IN, on a f,(0) = 01, donc, 1_1)111 fn(0) = 1.
n e}

. . 1
Pour x €]0,1],ona nl_l)]f_{loofn(x) = nl_l)I_{loo T = 0
Donc la suite (f,),>0 converge simplement vers la fonction f définie sur [0, 1] par

1 : x=0
f(x):{o . x €]0,1].
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B Convergence uniforme sur [0,1].
Puisque Pour tout n € IN, les fonctions f,,(x) sont continues sur [0, 1] et la fonction limite f
est discontinue sur [0, 1], alors la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

Etude de f,(x) = n(en —1).

B La convergence simple de (f;;),>0 sur I = R.
. . X 0 : x=0
Pour tout n € IN, on a nl_l)r_'r_loofn(x) = nl_l)r_'r_loon(en -1) = ¥ i x£0,

Donc la suite (f,),>0 converge simplement vers la fonction f définie sur R par
0 :5ix=0
f(x)_{x:Sixyé.

u Convergence uniforme sur IR.

Pour x = 1, 0n anl_lgloo | fu(xn) — f(xn)| = nngrrloon(e — 1) = 400 # 0. Donc la convergence

n’est pas uniforme sur IR.
Etude de f,(x) = n(en —1).
B La convergence simple de (f,;) >0 sur I = R.

. X . 0 :Six=0
llTwn(en—l)— x :Si x#0.

Pour toutn € IN,ona lim fn(x) =
n——+oo n—

Donc la suite (f,),>0 converge simplement vers la fonction f définie sur R par

0 :Six=0
f(x):{x :Si ox #£.

m Convergence uniforme sur RR.

Pour x = 11, 0n an1—1>Too | frn(xn) — f(xn)| = ngToon(e —1) = 400 # 0. Donc la convergence
n’est pas uniforme sur IR.
x?’l
Si fu(x) = o Alors, on a

B} Convergence simple de (f,,),>0 sur I = R.

(1
Pour tout x € R, on trouve, lim f,(x) = 0 1 $SiJxf <1
n—+00 . G4 —
2S5t x=1
1+a
| pasdelimite :Si x = —1.
Donc la suite (f,),>0 converge simplement vers la fonction f définie sur | — 1, 4-00[ par
1 .
E 2S5 x>1
flx)=40 (S —l<x<1
1
1St x=1
1+a 1 X
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m Convergence uniforme sur |1, 4-00[. Comme les fonctions fn, pour n > 0, sont continues sur
]1, +00] et la fonction limite simple est discontinue sur | — 1, +-00[ alors la convergence n’est
pas uniforme sur |1, +o0|.

B ftude la convergence simple et uniforme de f,(x) = x"(1 — x) sur I = [0,1].

ﬂ La converge simple
Pour x = 1 et pour tout 7 € N, on a f,(1) = 0.

Pour x € [0,1[ona lim f,(x) = lim (x" — x"*!) = 0. Donc la suite de fonctions
n——4o0 n—-+oo

(fn)n>1 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.

n La converge uniforme
Pour tout 7 € IN, la fonction f,, est dérivable sur |0, 1] et on a

fu(x) = 2" — (n+1)x).

X 0 %H 1
n (%) + 0 -

1
fn(x) f(n—l—l)

On déduit du tableau de variations précédent que,

nil) = i, <(nj1)n (1_ (nil)ﬂ)) =0

D’ou la convergence uniforme de la suite ( f;),>1 sur [0, 1] vers la fonction nulle.
Soit fy(x) = nx?e~"*, I = [0, +oo|.

n Converge simple sur [0, co|.
Pour x = 0, et on a pour tout n € N, f,,(0) = 0.

Pour x > 0, eton a hT nx%e~"* = 0. Donc la suite de fonctions (fy),>1 converge simple-
n——+00 =

ment sur [0, +-o00[ vers la fonction nulle f = 0.

lim sup |fu(x) = f(x)] < lim f(

n—r+00 xe[(),l] n—r+00

I Converge uniforme sur [0, +[.
Pour tout n € IN, la fonction f,, est dérivable sur |0, +-oo[ et on a

f(x) = (2 — nx)ne "~

X 0 % —+o00
4 (x) + 0 -
42
fu(x) n
0 — T 0
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On déduit du tableau de variations précédent que,

o2
lim sup|fu(x) — f(x)] < lim f(%) = lim de” = 0.

n——4o00 >0 n——4o0 n n—+oo n

D’ou la convergence uniforme de la suite (f;;);,>1 sur [0, +o0[ vers la fonction nulle.

Correction d’exercice 2

Etude la convergence uniforme sur R.
Six =0, et pour tout # € IN, on a f,(0) = 0. Donc, lirJrrl f(0) = 0.
n—+co

Six €]0,1], ona

. . X . 1
lim fy(x) = lim —— = lim —— =0.
n—+oo n—+o0 N<XxX n—-+oo 1N<XxX

Alors, (fy)n>0 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.
Pour tout n € IN, la fonction f; est dérivable sur [0,1] et on a

1 — n2x2
/ _
fn(x) - (1+n2x2)2'

Donc, sa tableau de variations sur [0, 1] est donné par

=
[a]
=
—_

/() + 8 -

1
2n

16 I T~
0

n2+1

Par conséquent,

sup [fu(x) — f()] = ful ) =5 =0

(fn)n>0 converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f qui est dérivable avec f' = 0.
Etudions la convergence uniforme de la suite de fonctions dérivées f;,(x) 1wy
u vergence u e de la suite de érivée = 0.
8 n (1 + n2x2)2
: _ / _ : / .
Six =0, et pour tout # € IN, on a f;,(0) = 1. Donc, nngf” (0) =1.
Six €]0,1],ona

2.2 -1

—nx
lim f/(x)= lim ———— = lim — =0
n—>—|—oofn( ) n— 400 n4x4 n——+00 n4x4

Dong, la suite (f},)n>0 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction /1 définie par.

1 : x=0
h(x):{o . x €]0,1).

1l est donc évidemment f’ # h
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Remarque

On en déduit a cet exercice est donc de mettre en valeur I'importance des hypotheses dans le théoréme de
dérivabilité d’une suite de fonctions, c’est a dire, on n’a pas généralement

lim —(fn(x)) —( lim fn(x)>

n——+00 dx n—-+oo

Correction d’exercice 3

Etudie de la convergence simple et uniforme de la suites (f,;),>1 sur [0, 1], nous avons,

B} Convergence simple sur [0, 1]. Pour tout x € [0,1], on trouve

X —X

. ne” +xe .

lim f,(x)= lim —— = lim — =e¢".
n——+o0 n——+o0 X+n n—+oo N1

Donc la suite ( fy,),,;>1, converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f définie par
f(x) =¢* x€]0,1].

Y La convergence uniforme de (f;,),>0 sur [0,1]. Alors, pour tout x € [0,1], ona

< lim sup Lre
O ve01] M

= 0.

lim sup |fu(x)— f(x)] = lim sup

’xe"‘ — xe*
n=H v e(0,] Mm% vel0]

n—+x

Ceci montre que la convergence est uniforme sur [0, 1].
1

Calculons la limite lir}rl [ (x4 1) fu(x)dx. Comme la convergence est uniforme sur [0, 1], donc,
n—-+oo 0

1

1
. . _ 3 X
nl_l)I}_‘loo (o +1) fu(x / x> +1) 11Toofn(x)dx = /(x + 1)edx.
0 0

Par intégration par partie on obtient,

1 1
/(x3 +1) ET fn(x)dx = /(x3 +1)e¥dx =5—ce.
n [e)
0 0

Correction d’exercice 4

Montrons que (fy),>0 converge uniformément vers f sur [0, +oco|.

B} La convergence simple: Soit x € [0, +-00[. Alors, il existe 9 € IN tel que pour tout n >

1 .
ng > x,ona f,(x) = —, par suite, on trouve,
n

lim f,(x) = lim 1_ 0.

n—-+oo n—-+oo n
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n Etude de convergence uniforme. On a
lim sup |[fu(x)—f(x)]= lim sup 1_ lim 1_ 0.
n— oo x€[0, 40| n——+oo x€[0, 409 n n—-+oo 1
Donnc, la suite (f;),>0 converge uniformémrnt sur [0, +o0].
Ona
n
. 1 . L .
lim / ful(x lim / —dx = lim — [x] = lim 1=
n——+00 wﬁ+w n n—-—+oo 1 0 n——+00
0

Mais, on a

—+o00 a

lim x)dx = lim / lim dx = lim [ Odx = 0.

/mwﬁ+mfh() a— 400 w++wfh a—-+o0

0 0 0
On remarque que

+o0 —+o00
lim / x)dx / lim x)dx.
dim [ fu(dx# [ dim fu()
0

Cela, ne peut pas nous permet, a appliquer le théoreme d’intégration pour intervertir la limite et
I'intégrale sur un intervalle non borné.

Correction d’exercice 5

Au début montrons que (f,),>1 converge semplement sur [0, +-oo[ vers f.

xX\n
Soit x € [0, +-00[. Alors, il existe 1g € IN tel que pour tout n > 19 > x, on a f,(x) = (1 - —> ,

n
par conséquent,

— 1 R R
1JEE®fh( )__nEHLO(l n) -

D’ou, la convergence simple de ( f,),>1 vers la fonction x — e~ * sur [0, +-00].

Posons,
ha(x) = f(x) = fu(x) = { e = (1—2) :Si x € [0,n]
et :Si x> n.

et déterminons la borne supérieure de la fonction |h,| sur [0, 4-00[. Pour tout n > 1, la fonction hy,
est dérivable sur [0, +co[ et on a

x\ -1 s .
Hy(x) = f(x) = fulx) ={ (1-3) —e isizeon)
e~ :Siox > n.

La fonction &, est définie et continue sur [0, +oo].
Pour x € [0,1], hy(x) = e=* — e""(1=%) et d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe
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, X
¢ comprise enter In (1 — E) et —x telle que

_x _
enln(l %) —e X

On distingue deux

B six < [0,v/n],

|| = €

—X X X e *
~_ )| < C(—) < 0.
2n +of Zn)‘_e o) = s ﬁn_>+w

B six c [¥/n,n], on aura

2 x2

il ro(-3)

§e_%(x—><ne_% — 0.

2n n—s—+oco

Alors, on en déduit,

sup |fu(x) = f(x)| — 0.

x<0 n—->—+00
D’ou la convergence uniforme de la suite (f;;),>1 vers la fonction x — e~ sur [0, +o0].

—+o0
. Soit I'integrale I = [ e~ *dx. Alors, pour calculer I on a besoin a l'intégrale de Wallis qui est
0
donné pour tout n € IN, par,

%
W, = /sin” xdx ~ i.
+oo \/ 21
0
Alors, pour tout n € IN*, posons [;, = f fn (xz)dx, dong, I, = f (1 — 7) dx Montrons que I,
0 0
tend vers I quand 7 tend vers 4100,
_l’_
In—I‘ = / (x?)dx — /fn(x
0

IN

— fu(x?)dx

[l

= Vx4 /fn(xz)dx=$+ /fn<x2>dx
Vn vn

dx + /fn
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Cette derniere expression tend vers 0 quand 7 tend vers 4o et donc lir4r_1 I, = I. Calculons
n——+00

maintenant la limite de I,;. Soit # € IN*, en effectuant les changements de variables x = /7 puis
U = cos v, on obtient

= \/EWZn—H/
ou W, est la n—eéme intégrale de Wallis. On sait que

7T
Wi’l ~ ~N. 7
+oo \/ 2n

7T
(2n+1) 4+ 2

VT
et donc I, o Vn > . D’ou le résultat, I, tend vers > quand n tend vers 4-co
(o]

c’est a dire,

—+00
/ e dy = ﬁ
0 2 .

Correctiob d’exercice 6

1
Il est clair que la suite (

n+x
application du critére des séries alternées, la série est convergente pour tout x > 1.

(=D"

) , pour x > 1 fixé, est positive, décroissante et tend vers 0. Par
n>0

Posons u,(x) = PR Nous avons d’aprés ce qui précéde que, pour x > 1 fixé la série Y u,(x)
n X n>1
vérifie le critére des séries alternées. Par conséquent, on sait que son reste R, (x) vérifie
IRo() o < fitnsa] < —— -
x+n+1

Puisque x > 1, on a en particulier,
1
[Ra) oo < -

Ceci tend vers 0 (indépendamment de x), de sorte qu’on a prouvé la convergence uniforme de la

série Y u,(x) sur I. Puisque chaque fonction 1, est continue, la fonction S est continue sur I.
n>1

(_1)n+1
~- De méme qu’a la question précé-

(n+x)
dente, pour x > 1 fixé, lasérie Y u,(x) est convergente car elle vérifie les conditions du critére des

n>1
_ — 1
séries alternées. De plus, si on note R, (x) = u'(x)sonreste,ona R,(x) < ———— <
P )=, L ) "= Gy S

Chaque fonction 1, est dérivable sur I avec u},(x) =
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.y inégalité valable pour tout x > 1. On peut donc majorer le reste par une quantité qui tend vers 0.

Donc, la série dérivée est uniformément convergente. On en déduit que la fonction S est dérivable,
«_1)n+1
et que sa dérivée est donnée par ) ———
ns1 (14 x)?

série alternée par deux sommes partielles consécutives, par exemple ici

. De plus, on sait qu’on peut encadrer la somme d’une

1 1 1

Gri? Grop =YW

En particulier, la dérivée est positive et la fonction est croissante.

De méme qu’a la question précédente, par le critere des séries alternées, on peut encadrer S par deux
sommes partielles consécutives

1 1 1

— <S < — .
x+1— (x)_ x+1+x—|—2

Il suffit alors d’appliquer le théoréme d’encadrement des limites pour prouver que

lim S(x) = 400, et lim S(x)=0.

x% 1 X—r 400

Correction d’exercice 7

sin(nx 1 1 o , o )
Vx e R: % < —. Comme — est le terme général d’une série de Riemann convergente
n n n
avec « = 3 > 1, on vient de montrer que la série de fonctions de terme général f, converge

normalement sur R donc uniformément sur R et par conséquent simplement sur IR.

Les fonctions f,, sont continues, elles convergent uniformément sur R donc est une fonctions con-
tinue.

La convergence étant uniforme sur [0, 77] C R et les fonctions f;, étant continues donc intégrables
ona

Zf x)dx/an(x)dx’;an(x)dx Z/nsiné—;zx)dx

n>1 n210

Par intégration, on trouvre

T sin(nx 1 7 1 (nx)17 1
sin(nx) . 1 17 cos(nx)i® 1o .,
0/ n3 _n3o/sm n3[ n ]0 n4(1 (=1) )
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Selon que 7 est pair ou impair <1 — (—1)”) est nul ou vaut 2, on va couper la somme en deux

toeoq (_1)2k 400 1 — (_1)2k+1

sin nx) B 1—-(="
] Rl e

n>1 n>1 k=1 k=0

i" 2
= 0+)Y —— .
= (2k+ 1)

C’est bien I’égalité demandé.

Les fonctions f;, sont dérivables, et f(x) = —Cosn(zn %)

converge simplement il reste & montrer que la série de fonction de terme général f,, converge uni-
formément sur R. Comme, on a

, la série de fonctions de terme général f,

cos(nx)

VxeR: 2

nz

D’ou,

1
Ifilleo = lim sup <5 — 0.

n—+oo o 12 n—fo

La série de fonction de terme général f,, converge normalement sur IR donc converge uniformément
sur IR, on peut appliquer le théoréme de dérivation des séries

2 8 cos(nx)
- nglfn(x) - n;l 1’!2 :

On remarque que, il n’était pas nécessaire de montrer la convergence uniforme de la série de fonction
de terme général f;, sur R, sur un intervalle [, b] cela suffit.

D’apreés la question précédente, nous avons

—+00
f=Y cos(;x).

n=1 n

Par intégration, on trouve,

/ﬂ (JFZC’:" cosn(nx ) / I (g) _ f(0) = J”Z":" sin}(;%).
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Pour les valeurs paires sinn

—
N[ X

) = 0, donc on va distinguer les valeurs paires de valeurs impaires

o sin(5) ® sin(4%) @ sin((2k+1)”)

n; ”32 - n; (Zk)23 +§) (2k+21)3
_ )¥sin(% )_+°° (—1)k
B 0+Z (2k+1) g(2k+1)3'

k=0 0

Par changement de variable k = n, on obtient le resultat

T 2 cos(nx) o (—k
/ ( » T)dx - Lok

e n=1

o

Correction d’exercice 8
(—-1)"

1
Six =0, fu(0) = PR Il s’agit d’une série alternée, la suite <n——|-1) . tend vers 0 en décrois-
(=" .

sant donc la série numérique de terme général converge.
Six >0,
2,—nx
n<e
lim #?%[f,(x)| = lim = 0.
n—+00 n—+oo n+1

La série numérique de terme général f,(x) converge absolument donc elle converge, autrement dit
la série de fonctions de terme général converge simplement.
Conclusion: la série de fonctions de terme général converge simplement sur [0, +0c0|.

Six >a >0, onapourtoutn € N,

e—nx e—na
< = Ky.
fulx) = n+1 " n+1 "
Par suite, on trouve
n2€—na
lim n%a, = lim =0
n—-+o0o n—+oo n+1

Avec les régles de Riemann avec &« > 1, cela montre que la série numérique de terme général ay,
converge donc la série de fonction de terme général f,, converge normalement sur [a, +oco|.

B} Pour x € [a, +-o0], on trouve,

—nx 1

su x)| =su )
x>€|fn( ) x>I(?"‘|'1 n+1

1
1~ est le terme général d’'une série de Riemann divergente avec « =1 < 1, donc
n n
la série de fonctions de terme général f,, ne converge pas normalement sur [0, +00[.

Or
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B six >0, onaura

e "X 1
su X)| = su = .
x>€ |f”( )| x>Ig n 1 n 1

Cela ne change rien si on ouvre l'intervalle.

On va utiliser la majoration du reste du théoréme des suites alternées

e—(n+1)x 1
Ra(®) < () = 5 < .
Donc,
N
| E00 = )] =t < g, =2,

La série de fonctions de terme général converge uniformément sur [0, +oo].

Correction d’exercice 9

1
Il s’agit d’une série alternée, pour tout x > 0, |f,(x)| = .

tend vers 0 en décroissant, d’apres
X

le théoréme de suites alternées, la série numérique de terme général f,,(x) converge, autrement dit
la série de fonction de terme général f,(x) converge simplement.

(_1)n+l
Pour tout x > 0, on af,’l(x) = m, donc,
1 1
/
=< —.
A0 = e S
— est le terme général d’une série de Riemann convergente avec « = 2 > 1 donc la série de

2
n
fonctions de terme général f;, converge normalement sur |0, +o0[, donc uniformément sur ]0, +oo],
comme les fonctions f,, sont dérivable, le théoreme de dérivation des série entraine que la somme
est dérivable et que

+oo 1 oo ()l
= n;()fn = nZO 0 + )
Posons f(x) = (=1)" = a,(x)by(x), telles que a,, = (—1)" et b, = ! :
n+1In(1+ nx) n+1In(1 + nx)
Pour x fixé, (b, (x))n>0 est positive, décroissante et n1_1>1_lgoo Ti% |bn(x)| = nlirfm% = 0.

De plus la somme partielle de (a,,),,>0 et bornée. En effet

|Sn| =
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Par conséquent, d’apres le théoréme de Leibniz (théoreme des séries alternées), la série de fonctions
o (-1

)3

=1+ 1In(1+ nx)
|0, +-00[ pour tout > 0. Alors, le théoréme de continuité est garantir la continuité la fonction f
sur |0, 4o0[.

converge uniformément sur |0, +0co[ et comme la fonction f; est continue sur

Calculons la limite lim f(x).

X—r+00

—+o0
Puisque la série ) f,(x) converge uniformément sur |0, +0co] et f est continue, alors,
0

+o00 +o0
Jm fe) = B D fale) = 0 lim ()
+00 _1\n
= ) lim (=) =
= x—r+eo 11+ In(1 4 nx)

Montrons que f est de classe C! sur |0, 4-oco].
Ona f, € C!(]0, +oo]) pour tout > 1. Posons f}(x) = a,(x)Bn(x) avec ay(x) = (—1)"1 et
n

:B"(x) = (

T )+ In(L + )2 Pour x fixé, (b, (x)),>0 est positive, décroissante et

1
li = i =0
I L N G [ RS S R
De plus la somme partielle de (a,),>1 et bornée. Car,
k=n
[Sul = | 3 (=" < 1.
k=1

Par conséquent, d’apres le théoréme de Leibniz (théoreme des séries altérnées), la série de fonctions

+o00 400
Y. f1(x) converge uniformément sur |0, +0co[ et comme la série Y f,,(x) est continue sur |0, 00|
n=1

n=1
pour tout n > 1. Alors, le théoréme de dérivation est donné le résultat f € C1(]0, +o0[), et on
obtient,
+o00 (_1)n+1n
Vx €]0, cfl(x) = )
x €]0,+oo[: fy(x) n;l (1+nx)(n+1In(1 + nx))2

Correction d’exercice supplémontaire 2
Soit la suite de fonctions ( f;,)u>0 définies par f,(x) = v/1 — x2 + e~ sin(nx).

Pour tout n € IN la fonction f,, est définie pour x € [—1,1], donc le domaine définition de f;, est

Dy, = [—1,1]. Pour tout x € [—1,1], comme lirf e~ = 0 et la fonction  — sin(nx) bornée,
n—+00
alors, on a
nl_i)rllwfn(x) = nl_i)rrw ( 1—x24e ™ sin(nx)) =V1—x2
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Par conséquent la suite (f,),>0 converge simplement sur [—1, 1] vers une fonction f définie par,
Vx e [-1,1]: f(x) =+V1—x2

Montrons que, pour tout 4 > 0, la suite (f;),>0 converge uniformément vers f sur [a,1].
Alors, pour tout x € [a,1], et comme |sin(nx)| <1,ona

3 sin(nx)| < lim sup e =0,

MHe e [0a,1]

lim sup |fu(x)— f(x)| = lim sup |e7"

n—rteo x€la,1] n—rteo x€lal]

Ceci montre que la convergence est uniforme sur [a, 1].

Montrons que la suite ( f,),>0 ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1].

Pour x,, = —, alors,
n

Hm |fu(xn) — f(xx)| = Lm |e #sin(1)| = sin(1) # 0.

n——+oo n——+oo

Dong, la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

Correction d’exercice supplémontaire 3

Détermination 'ensemble D¢ de définition de f.
(=1)"
In(nx)
numérique de terme général f,(x) converge.

Soit la fonction f; : x —

. Alors, on f, existe si et seulement si x > 0, n # 0, et la série

1 1
Dongc, soit x € Dy =]0, +OO[\{E : n € N*}. Pourn > oona In(nx) > 0. On en déduit que

[ (=" . o o ,
la suite In(nx) est positive et décroissante a partir d’un certain rang et tend vers 0 quand n
n
0

tend vers +oco. Ainsi, la série numérique de terme général f,,(x) converge en vertu du critére spécial
aux séries alternées et donc f(x) existe.

1
Le domaine de définition de f est Dy =]0, —|—oo[\{E : neIN*L

Continuité de f sur |1, 4-o0].

+oo (1)K

La série est altérnée et convergente le reste R,(x) = Y. l(n (ki) est donc majorée par la valeur
k=1

absolue du premier terme de ce reste.

Ainsi, Vx> 1: [Ro(x)| = [ DT o 1

’ s In((n+1)x) —n+1
Donc, lim suplim|R,(x)| < lim = 0, d’ou la convergece uniforme de la série sur
n—+o0 x>1 n—+oomn+1

|1, +-00[ et donc la continuité de f sur |1, +-o0].
(%) Calcul de la limite de f en +oco.
Soit x > 1. Donc f(x) existe. Pour tout entier naturel non nul #, In(nx) > 0. On en déduit que la
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. (—=1)" .
suite est décroissante.
In(nx)
n>0

—1)n+1
Cette série est altérnée et convergente le reste Ry, (x) = I (=1) est donc majorée par la valeur
n

((n+1)x)
absolue du premier terme de ce reste.
D’aprés la majoration du reste d’une série altérnée convergente

, _ (D' _ (=D _ 1
Vx>1: |f(x)] =|Ri(x)| < In(x) < n(x) < n(x)’

et en particulier liIJIrl f(x) = 0. On peut noter de plus que pour x > 1, f(x) est du signe du
X—r 400

1
premier terme de la série a savoir ——, donc Vx > 1: f(x) > 0.

In(x)
(#%x) Calcul de la limite de f en 1.
(="
In(n)
tions de terme général f,n > 1. converge uniformément vers sa somme sur |1, 40|, le théoréme
d’interversion des limites permet d’affirmer que la séerie numérique de terme général o, n > 2

Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, f,(x) tend vers a, = . Puisque la séerie de fonc-

1 400 +oo (1)
converge et que la fonction x — f(x) + nx L fu(x), tend vers le réel (ln(n)) '
n=2 n=2

oo (1) +oo (1)
( ) > = —o0 puisque la série ( )

Dong, li =1
onc, xlil}f(x) im L Tn(n)

s (=~ =7 * 5 T

converge.

Montrons que f est de classe C! sur |1, +00[ et dresser son tableau de variation.
La série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement vers la fonction f sur |1, +00[.
n

(=1)

De plus chaque fonction f, est de classe C! sur |1, +oo[etpourn > letx > 1, fi(x) =

xIn®(nx)’
Le reste de la série 5= F1(x) est [RL (1) = 5 D" | < til vérif
e reste de la série es = et il vérifie
n=2"" " k=1 xIn?(kx) ~ In*(n 41
lim sup|R)(x)| < 2; =0.
n—=+o0 > In (Tl —l—l)

Ainsi, la série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge uniformément sur |1, +oo].

Résumé
(i) La série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge simplement vers f sur |1, 4-o0].
(ii) Chaque fonction f,,n > 1,, est de classe C! sur 11, 4-o0].
(iii) La série de fonctions de terme général f;, converge uniformément sur |1, +oo].

D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation terme & terme, f est de classe C! sur 1, +0o| et sa dérivée
s’obtient par dérivation terme a terme. On a

Vx>1: f’(x):ioﬂ

= xIn®(nx)
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Pour x > 1, puisque la série de somme f’(x) est alternée, f'(x) est du signe du premier terme de la somme
a savoir — — - Par suite,
xIn”(x)
Vx>1: f'(x) <O.

et f est donc strictement décroissante sur |1, +oco].

Correction d’exercice supplémontaire 4

Pour tout x € IR, ona
sin(nx) 1

IN

1
n2’

—+o00
Or de Riemann Y}, — est convergente, ainsi d’aprés le Théoreme de Weierstrass, la série
n=1M

+oo sin(nx)
n=1 "%+ x2
formément sur R.

converge normalement sur IR et donc elle converge simplement, absolument et uni-

400 1
Soit la série ). —, x € R.
n=1n*

B} Cest une série de Riemann, elle converge si et seulement si x > 1.
+o00

Pour x > 1, la série ), — est absolument convergente car est une série a termes positifs.
n=1M"

, 1
Etude de la convergence normale sur |1, +0co[. pour tout n € IN¥, on a par définition e

1
———, et comme,
exInn
1 !/
Vx> 1: (—) = —lnne*M" < 0.
nx
- 1 1 Rty | . P, ,
D'ou sup — = —,orlasérie ), — estdivergente, ainssila série }  — n’est pas nor-
x€]1,4+00[ n n n=1M" n=1 M1
malemment convergente sur |1, +-00].
—+o00
Nous remarquons que la série ) e est normalement convergente sur [a, +oo[, (a > 1) et
n=1
donc uniformément convergente, car,
‘ 1 1 1
sup —| = sup —~ = -
a>1 a>1 1 n
» . 1
Comme la série de Riemann ), — est converge pour a > 1.
n=1M"

Etude de la convergence uniforme sur |1, +oo].
En utilisant le Critére de Cauchy, onapour p > g >1,0ona

| |
swp L = L
x€]1,+oo[ k=q+1 k=q+1
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Soit
n

—+o00
L

p
car la fonction x — ). — est décroissante sur |1, -o0].
k=g+1 k
Pour p = 2n, q = n, on trouve,

P11 1 1
k:n+1k n+1 n+2 2n — n 2

Par conséquent,

1 P11
Je=->0VneN,Ip=2n,qg=n: p>qg>n;et sup Y -—>_.
2 =k T2
x€]1,4-00[ k=g+1
+o00
C’esst-a-dire la série ) e vérifie pas le critére de Cauchy sur |1, +00[ et donc ne converge
n=1
pas uniformément sur |1, 4-o0].
+00
Y x"(1—x), x€][0,1].
=1
+o0
La convergence simple. Six = 1,onapourtoutn € N, f,(1) = 0.Donclasérie ) x"(1—
n=1
x), et sa somme est nulle.
+00
Six € [0,1] la série Y}~ x" est une série géométrique qui converge pour x € [0, 1] et nous
avons =
+o00 Y +o00 Y 1
1—x)=(1- =(1- =1
YA (1-x) = (1-x) L&' = (1) x 1
n=1 n=1

—+o0
Ainsi la série ) x"(1 — x) converge simplement sur [0, 1] vers S telle que,
n=1

(1 :Sixel01]
S(x)_{O :Si x=1.

La convergence uniforme.

Comme les fonctions f,(x) = x™(1 — x) sont continues sur [0, 1] et S(x) n’est pas continue
+oo

sur [0,1], alors la série Y~ x™(1 — x) ne converge pas uniformément vers S(x) sur [0, 1].
n=1

La convergence absolue.

“+o00
La série ) x"(1 — x) est & termes positifs convergente sur [0, 1] donc elle est absolument

n=1
convergente sur [0, 1].

—1)"x"(1—x), x€][0,1].
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n La convergence simple. Si x = 1, on a pour tout n € IN, f,(1) = 0. Donc la série

—+00
Y (—x)"(1 — x), et sa somme est nulle.
n=1

+oo
Six € [0,1] la série ) x" est une série géométrique qui converge pour x € [0, 1] et nous
avons =
iy Y iy Y 1 1—x
n;l(_x) (1-x)= (1—X)1§(—X) =(1-x) x i
—+o0
Ainsi la série ) (—1)"x"(1 — x) converge simplement sur [0, 1] vers S telle que,
n=1
1—x
— :Si 1 1—x
s(x)={ 14z STxeld -
0 :Si x=1 tx

u La convergence absolue. Nous avons, pour tout x € [0, 1] et pour tout x € IN
[fu(x)] = x"(1=x) >0

D’aprés ce qui est précéde la série Y x"(1 — x) est convergente sur [0,1]. Donc, la série
n>0

—+00
Y. (—=1)"x"(1 — x) converge absolument sur [0, 1].
n=1

La convergence uniforme. Nous avons, pour tout x € [0,1] et pour tout x € IN

1—x
1S(x) — Su(x)| = x" x 1T s < x"(1—x) = gn(x).
Comme g, dérivable sur [0, 1], et on
' . _ n ' . _n+ 1
u(x) = ((n+1) (n +2)x)x ,etg(x) =0=x= Pt
Donc, le tableau de variation est donné par,
N 0 n+1 1
n+2
gn(x) + 0 -
n+1
an(x) &n (n ¥ 2)
/ \
0 0
Donc, d’apres le tableau de variation, on obtient
n+1 n+1\nt1 n+1
sup [S(x) = Su()| = sup (D) < 1-
€[01] *€[01] <n+2> <n+2> < n—{—Z)
1 /n41\ntl 1
= < 0.
n—|—2<n+2> _n+2nj+oo
—+00
Ainsi la série ) (—1)"x"(1 — x) convergence uniformément vers S(x) sur [0, 1].
n=1
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. 1o
B La convergence normale. Etude convergence de la série Zlin} sup fn(x)
"=Lxe0,]
Comme les fonctions fy, (x) sont dérivables sur [0, 1], alors, on a

falx) = 2" = (n 4+ 1)x), et f(x) = 0= x =
n
* 0 n+1 !
fal) + 9 -
n
Fu(x) f"<n+1>
0 T

Donc, on a

200 =) =)

n \" 1
On sait que ( > — —. Donc, on a I’équivalence,

n+1/ n—ewe
n 1 1
su X) = = o~ _ s —,
b e e e P
o1 1 o Lo 2 nan
La série - Zl . est une série divergente donc la série Zl(—l) x"(1 — x) ne converge pas
n= n=

normalement vers S(x) sur [0, 1].
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Chapitre

Séries entieres

3
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1 Série d’exercices N 3

Exercice 1

Calculer le rayon de convergence des séries entiéres de termes généraux suivantes

n?+1 n

un(z) = 3n z". up(z) = EZBn-
In(n

un(z) = %22”.

B ou(z) =e 2

un(z) = E:::))32”

uy(z) = ((n + 1)?11? — n%)z”. un(z) = sin (%)z"

+o0 >
Déterminer R’ le rayon de convergence de la série entiére Y a,z°", sachant que le rayon de convergence
n=0
—+o00
de la série entiére Y a,z" est vaut R.
n=0

Exercice 3

On considere les séries entieres de termes généraux

n un(z)
ﬂ un(z)

un(z)

5n z—1 2n
ﬂ un(z) = n+22n. un(z) = %/ z e R.

n 2 -1
. SRR

nz".
lzn’ 2z € R. uy(z) = (=1)"(4z+1)".
n

Déterminer le rayon et le domaine de convergence de chacune des séries entiéres et leurs conver-
gences aux points de la frontiére du domaine de convergence.

Calculer la somme de la série entiére dans I'intervalle de convergence.
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Exercice 4

Développer en séries entieres au voisinage de 0 les fonctions suivantes puis en calculons le rayon de con-
vergence.

1 x—1
B/ =1ery B /() =1n( 1)
1
B/

x—1
f(x) = arctan (1+—x> f(x) =e*sinx, et g(x) = e* cosx.

Donner le rayon de convergence des séries entiéres et exprimer leurs sommes en termes de fonctions

élémentaires
n —|— 2 n3
)3 x", x € R. —x", x € R.
n>0 1 +1 [ ,,EO n!

1 1 1
Soit la série entiére Y (1 +-+z+..+ —)z".
n>1 2 3 n

B} Déterminer le rayon de convergence de cette série.

+oo 1 1 1
B calculer la somme Y (1 +-4+=+..+ E)z”

n>1 2 3
+o0
Soit S la somme de la série entiére ) a,z" de rayon de convergence R > 0. Démontrer que S est paire si
n=0

et seulement si, pour tout k € IN, alors, a1 = 0.

o | 1,
Soit la suite de fonctions (f;),>0 telle que f,(x) = @) x*
+o00
Déterminer le rayon de convergence de la série Y f,,(x).
n=0

Développer la fonction f(x) = cos x + chx en série entiére sur R.

—+o00
En déduire la somme de la série Y f,,(x).

n=0
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Exercice 8

Soit S la somme de la série entiére
x2n+2

Eo(nﬂ)(znﬂ)'

Déterminer le rayon de convergence de cette série.
Montrer que S est continue sur [1,1].
Déterminer la fonction S’(x) pour tout x €|1,1[. En déduire S(x).

Calculer la somme

+00 1
ngo (n+1)2n+1)

Soit I’équation differentielle

(E): 3xy'+(2-5x)y=x (3.1)

Déterminer la solution développable en série entiére au voisinage de 0 de 'equation (BI).

On se propose de calculer la somme S(x) de la série

—+o0
Z nx"
n=0

Déterminer l'intervalle ouvert de convergence de cette série.

On déduit le rayon de convergence des séries entiéres

r x" b P RNEL | IPOIUES

n>0 n>0 n>0
En déduire S(x).

Déduire la somme

Développer en séries entieres du réel x, les fonctions suivantes

B Ax) = 2+x)e" Folx) = LI
B H) =), (x—1)(x—2)
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Exercice supplémentaire 1

Soit I’équation différentielle
(E): x*A—x)y" —x(14+x)y +y=0 (3.2)

Déterminer la solution développable en série entiére au voisinage de 0 de 'equation (B2).

Exercice supplémentaire 2

Soit Y a,x" une série entiere de rayon de convergence R
n>0

Quelle est le rayon de convergence de la série Y. a,x%"

n>0

On déduit le rayon de convergence des séries entiéres

2 Y

n=>0 n2 n>0 3"

c ch(n)x3"
[ c| ngo (n)

Inn w2n

Exercice supplémentaire 3

Montrer que

—2In2.
Z n(n —|— 1)
—+o0
Indication: en utilisant la somme de série entiére suivante ) x".
n=1

Dr: D. Bouafia Université de M’sila




2 Correction de série N 3

Correction d’exercice 1

Soit uy(z) = ! 3—: z", z € C. Donc, a, = " 3—:

et le rayon R est donné par

n+1 2
R = lim = lim 3 m+1

X = 3.
n—+eo d, 1  n—too 3 (n+1)2+1

I I
Pour uy,(z) = (3n)’2”, z€C.Ona,a, = (3n)! et

(n!)? (n!)?

L ap . (Bn)! _ (B(n+1))!
L St S o) R (CES VI

3
Cm ((3(n+1))!>x< n! ) :ng%3(3n+2)(3n+1):27.

=00 (3n)! (n+1)! (n+1)

Pour tout n € IN*, on a

1 In(n+1) In(n)
n

an:(nJrl)n%l—n

1
On sait que lim n(n) = 0, donc, on obtient

n—-+oo n

1 In(n+1) In(n)
+oo n+1 n
In(n) _ In(l+1) ()

nn+1) n+1 +e n?

a, = (n+1)r%+1—n

Par conséquent,

2
R = lim 2 = lim ln(:) X (n+1)
N4 Ay ot 1 In(n+1)
2
_ im0 E DT
n—+co In(n + 1) n?

1
Soit u,(z) = nn(g )ZZ”. Alors, si |z| < 1 la série est convergente et si |z| > 1 elle est divergente.

Donc R = 1. Car, X
R= lLim 2 = lim In(r) X (n+1) =
n—+eo 1 n—too N2 In(n+1)

n

, . n
Pour la série ) —|Z3”, z€C,ona
n>0 n.

upr1(z) _ (n+ 1"
uy(z) n!

[
x Zzp,
nn
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Donc, par suite

lim Uny1(z) _ ‘z|3 lim enln(l—&-%

) — e|z|3.
n—too Uy(z) n—s-+co

. . . 1 . .
D’ol, la série converge si |z|> < 1, c’est a dire |z| < i/j, et diverge si |z|> > 1. Donc, le rayon de
e

1
convergence est donc R = i’/; .

n

—n2 —n? | |
n Pour u,(z) = e "z",onaa, = e . Daprés la régle de Cauchy nous avons

lim {/a, = |z]°> lim e =0.

n— o0 n—+400

Donc, on trouvr R = +o00.

1 1
Al Siu,(z) = sin (—)Z”,onaa = sin (—).SoitRle rayon de convergence de la série uy(z),
B sivi() = sin (- = sin (7= y : £ (2

on distinger deux cas

H Pour |z| < 1, on sait que pour tout n € IN¥,
| sin (L>Z"| < |z|"
Vi '

. ) ) 1
Comme la série Y |z|" converge, alors la série }_ sin (—)z” converge. Par conséquent le
n>1 n>1 \/ﬁ

rayon de convergence R = 1.

n Pour |z| > 1, on sait que pour tout n € IN¥,

—+o00 n—-o0

1 1 1
|sin( >Zn| ~ |Z|n _ ezl +o0.
Jn N N :

C’est & dire la série Y |z|" divergente dans ce cas.

n>1
Correction d’exercice 2

D’apres la regle de Cauchy on a

2
. n 2 2n  1: n :|Z|
T Vil = 1, lim, Yl =T

2 2
. . |Z . . |Z s N . . .
La série converge si R < 1 et diverge si R > 1, c’est a dire converge si |z| < VR et diverge si

|z| > V/R. Donc le rayon de convergence est R’ = v/R.

Correction d’exercice 3

Rayon et le domaine de convergence et convergence aux points de la frontiére
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. . . . an . , .
n Siuy(z) = z",icia, = 1,donc, R = lim = lim 1 = 1. La série converge pour

n—4oo 1 n—+oo
|z| < 1 et diverge sur la frontiére (cercle de centre et de rayon 1) |z| = 1 car, lim |[z|" =
nailoo
140.
m uy(z) = nz", a, = n,donc, R = lim I _ lim = 1. Par suite, la série
n—+00 41 n—+oo 11 + 1

converge pour |z| < 1 et diverge sur la frontiére (cercle de centre et de rayon 1) |z| = 1 car,
lim n|z|" = 400 # 0.
n\_>|j_100

1
Pour la série de terme u,(z) = —z

n
z] < 1.

" a, = o donc, R = 1. Alors, la série converge pour

. . 1 .
Pour z = 1, la série harmonique ) — est diverge.
n>1 n
n

Siz = —1, la série alternée ) est converge.
n>1 n
1
En résulte que la série ) —z" convergesiz € [—1,1].
n>1 n
5n 5n

B soit u,(z) = — 22”, I = = donc, R = 1. Alors, la série converge pour |z| < 1, et

5
diverge si |z| = 1 car, nl_lgloo " :2|Z|” =5#0.

|z|=1

n+n—-1_ n?+n—1
H un(z) = ————=z".Donc, 4, = ————, on trouve, donc,
n! n!

LI T R n?+3n+1 1
R n>4e ay  note n24n—1" n+1

Par conséquent R = +-o0.
uy(z) = (—1)"(4z + 1)". On obtient, donc

dim {lun(2)] = lim {/|(4z+1)"] = |4z + 1],

La série converge pour [4z + 1| < 1 et diverge pour |4z + 1| > 1. C’est & dire, la série converge

pour |z + 4_1| <1 et diverge pour |z + Z| > 1 D’otl Le domaine de convergence est le disque

1 1
de centre A (4—1, 0) et de rayon T
Pour la convergence sur la frontiére |z + é_l’ =T On a
: _ n
Jim (1) 0,
l+11=4

Comme le terme général ne tend pas vers 0, alors, la série ne converge pas.
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(z—1)>

B i (z) = g La série converge pour
o (z — 1 2z — 1 |2
Iim {/|un(z)| = lim
n——+oo n—r—+4o00
. z -1 . . .
et diverge pour > 1, donc la série converge pour tout z €| — 1,4] et diverge sinon.
Etude la convergence aux bords. Alors, si z = —1 le terme général est
(_2)2n
un(_l) — 41’[ — ].,

qui ne tend pas vers 0, donc la série ne converge pas.
Pour z = 4 le terme général est

9

qui diverge aussi, en tant que série géométrique et sa raison g = 1 > 1.

Calcul des sommes des séries entiéres dans l'intervalle de convergence.

+oo 1
B) La somme de la série ) z" sur I'ensemble {z € C: |z| < 1}est ¥ 2" = :
n=0 n=0 -z

BJ Lasomme de la série Y nz" sur I'ensemble {z € R : |z| < 1}.
n>0

Pour tout |z| < 1, on a,

+oo " /_ 1 /_ z
,;)Z —zan = (Ez) —Z(E> =T

1
La somme de la série —Z sur 'ensemble {z € R: |z| < 1} est
n>1M

—+00
Zﬂ": /W%t
n

B / Ztn 1—z

n=

— [ln(l - t)]nzo — —ln(l —2z).

Bl Calcule la somme de la série Y z" sur I'ensemble {z € R: |z| < 1}.

n>11 +2
Nous avons pour tout z €] —1,1[ et pour tout n > 0,
51, 10
=5z" — "
n —|—ZZ : n —I—ZZ
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Par suite, on aura,

= 5n Ny 52 101
= 5 _ —~n
;n-l—lz n; zzzn—i—Z 1—z 221;_3112
5z =1, z? 52 10 z?
- - B(E D) - Bmao-e- D
10In(1 —z) B 5(2 —2)
N z2 z(1—z)"
n?+n-—1
H Pour la série ), ———— 72" sur 'ensemble IR.
n>1 n!

Nous avons pour tout z € R et pour tout n € IN,

+o00 2+n_1 +o00 2 +001

Y = Lo +Z—Z—Zn_z
n=0 n—O n=0
— _ioLG_F Z—Zn_ez
= (n=1)! = (n=1)!
+o00 Zn +00 Zn—l +o00 N
= ———tz) ——tz) ——¢€
1122 (n—2)! Z (n—1)! T;) n!
too n=2 n—1 too on
= 72 2 —T +z Z ] +z Z
2+oo n +0o il +oo N
- Z R Z R Z i (2% +2z — 1)é*.
o , 1 1
Calcule la somme de la série Y~ (—1)"(4z + 1)" sur I’ensemble {Z eC: ‘Z + 4_1‘ < 4_1}
n=0
Pour z € D(A'ZL)' on a
= n n & n 1 1
—-1)"(4z+1)" = —(4z+1))" = = .
L )" = ) (e ) = g T o
e (z-1) 1) . , ,
I Pour la série Z ou z dans ’ensemble | — 1,4[, la somme est donné par,

+°°(z—1) =z 1 4
L 4 _Z( 4 >_1_@_(3—z)(z+1)'

nIO 1’1:0
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Correction d’exercice 4

1
Soit f(x) = = x)(2+x).Pour |x| <1, |x| <2, etvoisin de 0 on trouve,

flx) = 1 1 1 1 1 11 1,1
S (1-x)(2+x) 37 1-x 324x 3 1-x 6 1+3

EGreer)

D’ou, pour tout x €] — 1,1, nous avons f() = Y
n=0

x—1
Pl Maint t si =1 (
B Maintenant si f(x) = In 12

). Pour |x| < 1, et voisin de 0 on aura,

flx)=1n (35 1) = In(x—1)~In(2+x) =In(x—1) = In2~In(1+ )

= —In2+ Y Y1
n=1 h n=1 n2"

-1 1
f(x) = arctan (glc—i——x) .Pourtoutx € R,x # —1,0na f'(x) = T2 et comme X au voisinage
de 0, on obtient,
/ 1 o n.,2n
= = -1 .
f (x) 1 + x2 n;l( ) X
Par conséquent,
X 1 X +o0 )
e — —1 n 1’1)
£(x) /1+t2dt /(ZO( )12 d
0 0 -
—1io (/" ) +Zo:o y2n+1
- (—1)"t ”dt) =Y (1) T
n=0 "§ n=0 2n+1
Comme, f(0) = ¢ = arctan(—1) = ~” Dong, le développement en série entiére de f est donné
par,
e x2n+1
S 1) .
) 4+,;_0( Vot
Si f(x) = ; Alors, pour tout z € C, on a
62> —5z+1
1 1 3 2
flx) = 6z2—5z+1 (3z2—1)(2z2—1) 1-3z 1-2z
D 2] < 1 LI S
onc, pour ~,ona = :
P 3 1-32 5,
Pour |z| < ! = 4202”2”
our 2,ona1_22—n:O :

Dr: D. Bouafia Université de M’sila




11
Par suite le rayon de convergence du développement en série entiere de f est R = inf {5 5} = -.

(somme de deux séries de rayons de convergence différents).

Dongc, pour |z| < 3 on trouve le développement de f

f(x) =3 x 1 — 2% ; — —iio <3n+1_2n+1)zn
1-3z 1-2z =

f(x) =e*sinx, et g(x) = e*cosx.

Pour tout x € IR, ona

. +oo (s n
f(x) +ig(x) = e“(cosx +isinx) = V¥ = Y (i+1) x".
D’apres, la formule de Moiver, on a
L 0 T TN . TN o (T
i+1)" = (V2) (cos(4)+1sm(4)) = (V2) (cos <n4) +isin (n4)>.

D’ou, le développement de f + ig,

n

F(x) +ig(x) = elFD¥ = Z = —;1 = Z " cos ( %)i—? +i Jio(\/i)” sin (n%)x—

n=0 n=0 n!
C’est a dire,
+0 T\ x"
fl) = & (V2)"eos (n7 )
n=0 4/ n!
xi’l
Tl

[

),

$(x) = % (v2)"sin (n
n=0

Correction d’exercice 5

On calcule le rayon de convergence des séries entiéres,
n—+2
. ﬂ Pour la série E " x€R.Onaa, = L, donc, d’apres le critere de d’Almbert, le
n>0 M+ n+1
rayon est,
a a, n+2 n+2 n?
R = Iim " — lim n 1 X + = lim —2:1.
n—+oodyyq n—teodyin+1 n43  nodeon
n—+2 1
Pour tout x €] —1,1[, et toutn >0: —— =1+ ——,
our tou ] [, et comme pour tout n > o + 1 ome
n—|—2 = 1 1 In(1— x
5 IR M =%
—on+ n X X
n3 n3
m Soit la série ) Fx”, x €R.Onaa, = L donc, d’apreés le critére de d’Almbert, le rayon
n>0 - .
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est,

s an (ﬂ'+-1) n® T _
R= n1—1>1—1kl00 Ap41 N n1—>I-IFl°° (11 + 1)3 ! N n1—1>1-1kl00(n + 1) =t
On sait que, pour tout 7 > 0
n’ 1 3 1

W =3 =2 =1y
Par conséquent, pour tout x € IR, nous avons,

3 400

©nd 1
S s Sewt R R
+o00 +001

1
— Zﬁx”“’%—BZn "+2+Zn' V= (2% 4 342 4 x)e*
: n=0

n=0

1 1 1
Soit la série entiere Y (1 +-4+=-+..+ —)Z"
n>1 2 3 n

ﬂ On déterminent le rayon de convergence de cette série.

. 1 1 1
Onapourtoutn € N*: 1 < +-+-+..+ = < n, et Comme les rayons de convergence

2 3
desséries Y z" et )} nz" sontégauxal alorsle rayon de convergence est de la série ) (1 +
n>1 n>1 n>1
1 1 1N,
S5t ) estR=1,
1 1 1
¥ On calcule la somme ¥ (1 +-+ -+ F —>Z”
n>1 2 3 n

On remarque pour tout n > 1 que

Z(1+;+;+ A= ) =) anz" ) buz" =) cuZ,

n>1 n>1 n>1 n>1

1 n
oua, = e b, =1etc, = Y ayb,_;z". Alors, on obtient la somme
n=1
JFZO:O(1+1+1+ .+ ) le Zz Y cuz" =In(1—z) x z
2 3 n " 11—z

=1 n>1

=
—_

Correction d’exercice 6

Supposons d’abord que a1 = 0 pour tout k € IN, S est paire comme somme d’une série de fonctions
paires. Réciproquement, supposons que S est paire, et posons T(x) = S(—x).
Alors, pour tout x €] — R, R[, on a

T(x) =) (=1)"a.x".

n=0

De plus, puisque S est paire, T et S coincident sur | — R, R|. Donc pour tout entier n € IN, ona (—1)"a, =
ay, ainsi a,; = 0 si n est impaire.
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Correction d’exercice 7

1
Soit la série de fonctions Y f(x) telle que f,,(x) = x4
n>0 (41’1) !
1
. Au début, on déterminent le rayon de convergence de la série ) x™.
n>0 (47’1)'
1
Posons donc, ———, alors, on a
(4n)!
! |
R— lim ™ — 1im (4(n+1))! — lim (4n+4)(4n+3)(4n+2)(4n+1)(4n)! — e
n—toeod, 1 n—+oo  (4n)! n—+oco (4n)!
b N ’ . 1

D’ou le rayon de convergence de la série ) x" est R = +o0.

n>0 (4:1’[)'

" est \/_ +00.

1
Ainsi d’aprés un résultat précédent, le rayon de convergence de la série ) ( 1 )
n>0

On a le développement pour tout x € IR et pour tout n € IN

cosx = Jio(—l)’1 L x*" et chx = f szn
= (2n)! = @n)!

Alors, le développement de la fonction f est,

+00 —1)" 1 ,
f(x) =cosx+ chx = n;)%xz

Selon le valeur de nembre 7 (pair ou impair), on a

= (_1)11 +1x2n

n;() (2n)!

(D41 g W (D)F 4 1 aki
L kg 202k 1))

flx) =

k=0
= 2+Zoo 1 x ¥
= (4k)t™

D’ou le résultat,
1cosx—|—chx 1200 1)% 41 Ak

2 T2AT R ,?;)f”(x)'

Correction d’exercice 8

x2n+2

Soit S la somme de série ngo (n n 1)(2n n 1).
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x2n+2
Posons, f,(x) = 1) alors, on a

lim
n—r+00

) | i )@t < e

fn+1(x)‘ . N S VI SRS

—+00
B Si x| < 1cestadire x| < 1,lasérie ¥ fu(x) converge absolument,
=0

n=
B si[x|? > 1 cest adire |x| > 1, elle diverge.

12 11 Iy 1 1 ;
dl Pour |x]| =1 la série ~  —, converge, car — est une série de
. | ‘ ngo (n + 1) (21’1 + 1) n—stoo 12 g ngo n2

Reimann converge pour &« = 2 > 1.

On en déduit que le rayon de convergence de la série )

tR=1.D
2o+ )2n+1) <

D = [—1,1]. Alors, pour tout x € D, on a

400 y21+2
EJ i+ D@2n+1)

S(x) =

Etude la continuité de S.
y2n+2
Comme pour tout n € IN, les fonctions f,(x) = sont continues sur le domaine

(n+1)2n+1)
—1,1].
400 x2n+2

Al La séri
ors, La série ngo D) (@n+1)

x2n+2 1 1
su = ~ R
xe[_lf,l] m+1)2n+1)  (m+1)(2n+1) n—+eo 202

est normalement (donc uniformément) convergente sur [1,1],

car

Donc, d’apreés le théoréme de continuité S est continue sur [1, 1].

Pour tout x €]1,1[, on a

S'(x) = =2 = 2arct =1 :
(x) EO (n+1)(2n+1) Eoznﬂ arctan(x) = In (1 —x)

Donc en intégrant par parties, on obtient,

S(x) = /ln <1ji>dx =xIn (i—i) +In(1—x%) +c.

Ainssi que S(0) = 0, donc, ¢ = 0. D’ou,
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Correction d’exercice 9

Soit I’équation differentielle (E) :  3xy’ + (2 — 5x)y = «x.

400 gy
Posons, f(x) = Y ayx". Alors,ona f'(x) = ¥ na,x" 1. Donc, I'équation (B.1) est équivalente a
n=0 n=1

—+o00 —+o00 —+o00
Y Bnaux" + Y 2a,x" — Y Saux"t = x
n=0 n=0 n=0
—+o00 —+o00 —+o00
Y 3nanx" + Y 2a,x" — Y 5a, 1x" = «x
n=0 n=0 n=1

—+00
2a9 + Y _ (3nay + 2na, — 5a,)x" =

n=1

fo0
5a1 — 3ag + Z (3nay, + 2na, — 5a,)x" = x
n=2

1
Donc, a9 =0, a; = 5 eta, = a,_1 pour toutn > 1.

3n+2
Donc, pour tout 7 € IN*, on a
5n—2 400 ) k=n
_ _ n— n
Iy = et f(x)—Z(S /H(3k+2))x.
H (3k + 2) n=1 nk=2
nk=2

Correction d’exercice 10

+o0
On se propose de calculer la somme S(x) de la série Y n2x".
n=0

Pour x # 0, posons f,(x) = n%x", alors, pour tout 7 > 1, on trouve,

fn+1 (x)

fu(x)

(n + 1)2x7’l+1
n2xn

_ = (1)~

n—+0o0

+oo
Si |x| < 1,lasérie Y n%x" converge absolument, et si |x| > 1 elle diverge grossiérement.
n=0

+oo
On en déduit que le rayon de convergence de la série Y nx" est R = 1.

n=0
Donc, le domaine de convergence D =| — 1, 1], car pour |x| = 1, le terme général de la série ne
tend pas vers 0.

Par le théoréme de dérivation des séries, les trois séries entiéres
—+o00 —+o00 —+o00
Youxt, Yo toet Y n(n—1)x"?
n=0 n=0 n=0

Ont le méme rayon de convergence R = 1.

Dr: D. Bouafia Université de M’sila




En plus on connait la somme de la série géométrique

+o00
Vxel-1,1} ) x"=

Par le théoreme de dérivation, on trouve les sommes des deux autres séries (qui sont les dérivées
premiére et seconde).

1 . 2
Vx €] —1,1[: an =12 eth X" =T

On déduit immédiatement les relations

Vx €] —1,1[: an eth n—1)x" =

)

Pour tout x €] —1,1] et pour tout natural n > 0, on a
—+o0 —+00
anx”=2(n(n—1 ) Znn—lx —|—an
n=0

n=0

Donc, d’aprés question au dessous, on a

Ji"nz,,l: 2x? P S x+x2.
(1-x (1-x?> (1-x)°

D’ou, le résultat,

x + x?
S&) =g
1 +oo 2
On remarque que S (—) Y —. En on déduit,
2 n—0 2"
+o0 712
=0

Correction d’exercice 11

Développer en séries entieres du réel x, les fonctions suivantes

Soit la fonction f1(x) = (2 + x)e*. Alors, comme f; est développable en série entiére au voisinage
de 0, car elle est de classe C* donc son développement en série entiére au voisinage 0 correspond a
, = f7(0) ,
son développement de Taylor ZO o x".
S !
11 faut donc commencer par calculer fl(n) pour tout n. Ensuite, on étudiera sur quel intervalle f1 est
égale a son développement de Taylor. Donc, on a
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filx) = (2+x)e" +e" = fi(x) +e* et fi'(x) = fi(x) + 2¢*.

Par récurrence on obtient pour tout n > 0,

A7) = filx) + ne.

Ainssi fl(n) (0) = £1(0) + ne’ = 2 + n. Donc le développement de Taylor de f; est

®n42
filx) =) ——«"
=0 n.

La regle de D’Alembert nous indique que le rayon de convergence de cette série est R = 400 Il reste
a trouver sur quel intervalle de R, f; est égale a son développement en série entiere au voisinage de
0. Pour cela, on peut utiliser la formule de Taylor-Cauchy. On a

ffn+l)(c)
(n+1)!

ou c comprise entre, 0 et x.

n (n)
A = 3 AWy
n=0 :

Posons,

n=0 n=
On se rend compte que
2
s(x) — f1(x) ‘ = (IiT—i_f)'anrl ol ¢ comprise entre, 0 et x
Suivant le signe de x, on a
2+c | < 2+ [x| S | I
(n+1)! (n+1)! n—s+oc0
Donc, pour tout x € IR, ona
en+2
fl (x) - = n! X
Soit la fonction fp(x) = In(2 + x).
Alors, on sait que
1
Vx €] —1,1[ In(1+x) Z( 1”1

Donc, pour tout |x| < 2, ona

X T
In(2+x) =mn2+In (1+§) —In2+ Y (-
=
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1
(x—1)(x—2)

1 1 1
S = =g :x<1—x_2—x)'

Pour la fonction f3(x) = .On a pour tout x # 1et x # 2,

1
Comme la fonction x — 1 ademet un développement en série entiére pour tout |x| < 1 et
— X
1 =
-y
l—x 5

1 1.1 13 "
2—x 2511 242
- X 2 n=0
En fin, pour tout x €] — 1,1[N] — 2,2[=] — 1, 1], on a le développement,
1 1 iy 1 x"
f3(x) = x( - >=x<2x”——2—>
l1-x 2—-x =0 2 =2"
+o0 1 +o00 1
— +1 _
= L (gt =R )
n=0 n=1

Correction d’exercice supplémentaire 1

Posons y = f(x) = Y a,x" le développement en série entiére d’une fonction f solution de I’équation
n=

0
(@), on a donc,
y' =Y amx" ! ety =Y agm(n—1)x""%

n>1 n>2

Substituons ' et v dans I'équation (B.d), on obtient
(1=x) Y amn—1)x"2—x(1—x) Y agnx" '+ Y ax” = 0

n>2 n>1 n>0
20,0 + Y (n— 1) [nay — (n — 2)ay_1)x" —ax — Y _[nay + (n+ Da,_1)x" + Y ayxx” = 0
n>3 n>2 n>0
ag+ (ay —ap)x? + Y (n— 1)2[a, — a,_1]x" = 0.
n>3
Par conséquent, on trouve,
ap — 0 ap = 0
a—a1 =0 =< a4 =a
(n—1)2[a, —a,_1] =0 Vn>3. (ap =a,-1 VYn>3.

D’autre part, en faisant x nul dans 'expression de f, on a f(0) = a9 = 0. Donc la série ) x" a pour
n>1
rayon de convergence R = 1. Par conséquent, toute solution de (B.7), développable en série entiére, donc,
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la solution f est

f(x):Zx"=—1+2x"=—1+1_x=1_x.

n>1 n>0

Correction d’exercice supplémentaire 2

Supposons que la série entiere Y a,x" a un rayon de convergence vaut R.
n>0

Alors, pour tout |x| < R la série est converge, et elle diverge si |x| > R.

x| < VR.

5 \ 5 \ ;. . . 2 .
D’aprés I’hypothése, la série Y a,x*" coverge si et seulement si [x | < R, i.e,
n>0

Dong, le rayon de convergence de la série ) anxz’1 est \/ﬁ
n>0

Inn
n On sait que la rayon de covergence de la série ). —x" est R = 1, alors d’apres le résultat
n>0 N

Inn
précédent, le rayon de convergence de ) —2x2” est vaut /R = 1.
n>0 N

2

LI b 7’ . n
m Par le critere de d’Alembert, le rayon de convergence de série ) -
n>0

n
x" est R = 3.Enon

2
déduit le rayon de convergence de ) et nxS” est VR = v/3.

n>0 3"

1
On peut calculer le rayon de la série Y ch(n)x", on trouve donc, R = p Par suite, le rayon

n>0
1
de convergence de la série Y c/(n)x>" est vaut VR = —.
n>0 Ve
Correction d’exercice supplémentaire 3
+00 1 .
On a pour tout [x| <1, ¥ x" = T Donc, on obtient
n=1 - X
4o n+l x +oo ,n
X dt x
= [T maey =Y
n=o "t + 0 t n=1 "

Par conséquent,

oo yntl X X
Yoo - —O/ln(l—t)dt: [(1—t)1n(1—t)—t]0
= x—(1—x)In(1 —x).
Six = —1, on aura, Eo ﬂ = —1421In2, donc, en on déduit que,
n=1 Tl(i’l + 1)
n=1 n=1
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Chapitre

Séries de Fourier

4
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1 Série d’exercices N 4

Exercice 1

Soit f la fonction 271— périodique définie pour sur l'intervalle [— 71, 7|, par

Flx) = { 0 :sixe€[-m0[

x six € |0,
Déterminer les coefficients de Fourier a, et by, associé a f et donner la série de Fourier associée a f.

En déduire les sommes

JFZ"? 1 +Z°:° 1
—et Y —.
im0 @n+1)2 0 =

Exercice 2

Soit f la fonction 271— périodique définie pour sur l'intervalle [—7t, 7], par f(x) = x.

Déterminer les coefficients de Fourier a, et by, associé a f et donner la série de Fourier associée a f.
. , . . 7T
Soit n € IN, déterminer sin nE .

En déduire les sommes

+o0o _1\n +00o
% ot Lt

Exercice 3

Soit f la fonction 271— périodique définie pour sur U'intervalle [—7t, 7], par f(x) = |x|.

Déterminer les coefficients de Fourier a,, et by, associé a f et donner la série de Fourier associée a f.
. . . . T
Soit n € IN, déterminer sin nE .

En déduire les sommes

+o0 ( 1)71 +oo +o0 1
nZ%J(Zn—i-l)z' an'nzé) 2n+1) tngﬁ
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Exercice 4

Soit f une fonction périodique de période 2, définie sur I'intervalle | — 1,1], par f(x) = x — x°

Déterminer les coefficients de Fourier a, et b, associé a f et donner la série de Fourier associée a f.

En déduire la somme de la série
7’l

_|_
; 2n—|—1

Exercice 5

Soit f la fonction 271— périodique définie pour sur I'intervalle [0, 7t], par

1 1six € [0, g} ,
fx) = (m—x) . T
~ "7 six € [—, n}.
2
Donner la série de Fourier associée a f .
+oo 1
En déduire la somme Z m

En déduire la série de Fourier de la fonction paire, 271— périodique ¢ définie sur [0, 7], par

1_2_x 1six € [O,E},
T 2

0 sixe[g,n}.

g(x) =

Soit f la fonction 271 — périodique, impaire définie pour sur IR, par

£(x) :{ 1 :sixe}O,n],

0 six=rt.

Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
Etudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f.
En déduire les valeurs des sommes
00 (_1)n +o00 1 g | n 1

2n+1' Z L (20 + 1)2" ! Lot Z

-1
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Exercice 7

Soit f une fonction 271— périodiques définie sur IR, par
flx) = (x—m)? x€l0,27]
Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
En déduire les sommes des séries

+oo (_1)11 +oo 1

Z et Z—

2
n=1 n=1 B

nz

Exercice 8

Soit f : R — IR une fonction 271 —périodique contintiment différentiable, et soit A un réel non nul.
On considére I’équation différentielle,

Y (x) + Ay(x) = f(x) (4.1)

Trouver une solution 271 —périodique de cette équation en écrivant y(x) et f(x) sous la forme de
séries de Fourier trigonométrique.

Appliquer ce résultat au casou A = 1 et

T\ 2 _
f(x) = (x_E) , :si x €0, 7]
_(x_377r) —I—% 1siox € [, 27|

Exercice supplémontaire 1

Soient f et ¢ deux fonctions 271— périodiques définie sur U'intervalle | — 71, 77], par f(x) = e™ et g(x) =
chax,oua € C\ iZ.

Donner la série de Fourier associée a f et g.

En déduire les sommes

+00 -1 n +oo a +00 {12
Z(z )1'22 7et ), T —x
—nc+ 1 =nc+a = (n? + a?)
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2 Correction de série N 4

Correction d’exercice 1

La fonction f n’est ni paire, ni impaire, alors les coefficients de Fourier sont

1 7 1 7
7T
ao—ﬂ/f(x)dx—ﬁo/de—Z
—7T

u Pour tout n € IN*, et par intégration par parties, on a

a, = %_/ f(x)cos(nx)dx = %O/xcos(nx)dx

T T
1711 . T 1 . 1 .
= E[Ex s1n(nx)]0 - Eo/sm(nx)dx = —Eo/sm(nx)dx
1 T 1 "
= s st = | D71,
Donc, )
A — 0, sik }é O, et Aok = —m
17 17
b, = p /f(x) sin(nx)dx = ;/xsin(nx)dx
-7 0
= l[— 1xco (nx)]n—i—i/n (nx)dx = —L[x o (nx)r
I R 0 nnOcos T 4 0
_ (_1)n+1
—

D’ou la série de Fourier associée a f est,

(_1)n+1

F(f)(x) = Tsin(nx)).

NS

+) (% cos(nx) +

n>1

La fonction f étant de classe C! par morceaux et 271 —périodique, alors d’aprés le Théoréme de
Dirichlet, on a en particulier en tout point x ou f est continue

f(x) = g + Jio (% cos(nx) + % sin(nx)).

n=1
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La fonction f est continue en 0, alors

T & (-1)"-1
0) = 0= —
f(0) 4 +7§1 n2sm
_ T2y 1
4 = (@2n+1)%
Par conséquent,
Ji" 1 n
= (2n+1)2 8
Comme,
+o00 1 +o00 1 +o00 1
R +
1; n2 1; (2n)2 Z (2n41)?
= L m T Z t (2n+ 1)

Donc, on trouve,

D’ou le résultat,

Correction d’exercice 2

La fonction f est impaire, alors les coefficients de Fourier sont

17 17 17 T
aozﬂ/f(x)dxzﬂ/|x|dx=;/xdx:§.
—7T —7T 0

n Pour tout n € IN*, et comme la fonction x +— x cos(nx) est impaire, alors, on a

T 7T
1 1
an = — /f(x) cos(nx)dx = p / x cos(nx)dx = 0.
—7T
17 2 7
by, = p /f(x) sin(nx)dx = ;/xsin(nx)dx
—7T 0
T i _1\n+1
S [ - lxcos(nx)} + 2 /cos(nx)dx = &
nl n 0o nm) n
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D’ou la série de Fourier associée a f est,
(_1 n+1

F(f)(x)=2)_ —)sin(nx).

n>1 n

Pour tout n € IN, nous avons
in(nz)— 0 :si n =2k, (KeN)
STY) T (—)F sion=2k+ 1.

La fonction f est de classe C! par morceaux et continue sur [—7, 7], donc d’aprés le Théoréme
de Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement vers f sur [—7t, 77[, d’ol pour tout x €

[—7, [, ona
+00 (_1)n+1
flx)y=2) sin(nx).
n=1
.. . 7T .
Dans le cas particulier si x = LX on obtient,
T T +00 ( 1)n+1 T
552 #3)
() =3 n; n o\
D’aprés question 2, on a
T +00 (_1)2k+1 +00 (_1)k
1- L k1 T Z2k+1
k=0 k=0

Par suite, on aura

+Z°° ()" &
=+l 4

En utilisant 1’égalité de Parceval suivante,

27 T
1 1 1
a0+ 5 1 [lanf? + [baP] = o [ 1£(0) Pax = o~ [ If(x) P
n=0
0 —7T
Alors, on obtient,
1124 i 1 7,
Sy o dx = — / dx.
T;)nz 2 /f(x)x o] T
—7T —7T
Donc, en on résulte que,
+Z°:° 1 =«
n=0 n2 6
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Correction d’exercice 3

La fonction f est paire, alors les coefficients de Fourier sont

H Pour toutn € IN, on a
b, = — /f(x) sin(nx)d /|x|sm nx)dx = 0.

b
1 7 17 L
aozﬂ/f(x)dx:EO/xdx:E.
—7T

Soit n € IN*, et comme la fonction x — |c| cos(nx) est paire, et par intégration par parties,
on trouve,

7T s
1 2
a, = — /f(x) cos(nx)dx = —/xcos(nx)dx
T T
-7 0
1 no2 7
= [Exsm(nx)}o - E/sm(nx)dx
0
7T
_ : _2=D"-1)
= /sm(nx)dx -
0
Ainssi pour tout n € IN*, on a
0 :si n=2k, (K€N)
uTl = o 4 . —
kT 177 si n=2k+1

Par suite la série de Fourier associée a f est,

RPN

F(f)(x

NI:I
u>|:1

cos ((2n+1)x).

Pour tout n € IN, nous avons

'(nz)— 0 :si n =2k, (Ke€N)
STY) T (—1)F sion=2k+1.

La fonction f est de classe C! par morceaux et continue sur [—7, 7], donc d’aprés le Théoréme
de Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement vers f sur [—7t, 77[, d’ol pour tout x €
[—7t, 7], ona

+00 -1 n+1
(=1) sin(nx).
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T 7T .
Dans le cas particulier si x = 5 on obtient,

D’apres question 2, on a

TR S )
4 frr 2k+1 frr 2k +1
Par suite, on aura
*Z“ (- _n«
= 2n+1 4

En utilisant I’égalité de Parceval suivante,

27T e
1 1 1
a0+ 5 1 [lanf? + [baP] = o [ 1) Pax = o [ If(x)Pax
n=0
0 —7T
Alors, on obtient,
1+Zo‘j i1 /ﬂfz(x)dx— L /ﬂxzdx
2 =n? 2m 27 ’
- —7T —7T
Dong, en on résulte que,
f 1 =«
n=0 n2 a 6

Correction d’exercice 4

La fonction f est impaire, alors les coefficients de Fourier sont
n Pour tout 7 € IN, et comme la fonction x — x — x° est impaire, alors, on a

1

ay = /f(x) cos(nrmx)dx = /1(x — x%) cos(nmx)dx = 0.
-1 -1
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1

by, = /f( ) sin(n7x)d

-1

(x — x%) sin(n7x)dx

O\”_\

1

2 s 2
= - [(x — X )cos(nnx)]o - O/(Bx — 1) cos(nmx)dx
12 ; 12 : 12
= W/xsm(nnx)dx—l— 5 2[ xcoi(;mx)] + nzng/cos(nr(x)dx
0 0 0
_ (_1)n+112
N ndmd

D’ou la série de Fourier associée a f est,

o (  1\n+1
() = ¥ D12

n=0

33 sin(nmx).

La fonction f est de classe C! par morceaux et continue sur [—1,1[, donc d’apreés le Théoréme de
Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement vers f sur [—1, 1], d’ou pour toutx € [—1,1],

ona + +1
< (=nrth2 |
f(X) = - Wsm(nﬂx).
o 1 :
Dans le cas particulier si x = 5/ on obtient,
1\ 3 & (-pt! T
f(a)=5=20 ()

D’apreés ce qui est précede, on a

in(nz>— 0 :si n=2k (KeN)
ST T (~1)F si n=2k+1.

D’ou,
§ _ +o0 (_1)2k+1 (_ )k _ —i—zoo (_1)k |
8 = 2%k+1 = 3 (2k+1)3

Par suite, on aura
=
= (2n+1)3 32

Dr: D. Bouafia Université de M’sila




Correction d’exercice 5

En efiet, pour 1 # 0, on les coefficients de la sérier de Fourier sont

7T

0
f —mx — % /f(x)e—inxdx+%/f(x)e—inxdx

0

1
27

Cn =

7T
Joe
1 T
_ = —mx mx
= o [ Flemdx s - / F(—x)emdx
0
1 .
= E/f(x) cosnxdx, (car f est paire)
0

T

17 1 72(m—x)
— —/cosnxdx—i——/ucosnxdx
7(0 T T

_ [sin(ﬂx)] : n lz(ﬂ—x) Sin(”x)]n + 2 /ﬂz(nn_ x) sin nxdx
0

nr n? n?
s s
2 2

- lzcos(nx)] T B Z(COS(TN — cos(nn))) |

n?m? | n27?
2
; NPT 3
D’autre part, un calcul immédiat montre que ¢y = T

On sait que pour tout n € IN*, on a ¢, = c¢_y, alors, on trouve,

3 =
F(f)(x) = 7 + ) 2eq cos(nx).
n=1

C’est a dire,
4 ¥=Xcos(2n+1)x 2 X cos(4n +2)x
r 2= _
(f)( +7T2Z 2n_|_1 nz;} (2n+1>2

Notons que la série de Fourier de f est normalement convergente, la continuité de f montre alors
que pour tout x €] — 71, 7,

() 4+Z°:°cos2n—|—1 _ifcos4n+2
7r2 (2n+1)2 (2n+1)2

Dans le cas particulier en prenant x = 0, nous obtient
400 1

nzzo(z;qﬂy -

7_T
s

Remarquons d’autre part que ¢(x) = 1 — f(x — 7r) pour tout x €] — 77, 77]. Alors,

Vxe]l—m ) g(x) =
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4 =N cos(2n+1)(mr—x) 2 X cos(4n+2)(m — x)
- 1—
g(x) ( =) Z (2n +1)2 o2 Z (2n+1)2
B 4 Ji"cos 2n+1x 2 Ji"cos(4n—|—2)x
=1tz (2n+12 =2 (2n+1)2

Correction d’exercice 6

La fonction f étant impaire, donc, a, = 0 pour toutn € IN. Pourn > 1,

[_ cos(nx)r _ 2 -(=1)")

7T
b, = /sin(nx)dx =
n o nr

0
4 . . .
_ —— :S1 n estimpair
_ nﬂ . .
0 : 81 1 est pair
La série de Fourier trigonométrique de f est donc donnée par

—+o00

RN =1, ﬁ sin(2k + 1)x.

La fonction f satisfait les hypothéses du théoréme de Dirichlet, et la série F(f) converge en tout x

f(x+) ";f(x_) — f(X)

La convergence ne peut étre uniforme car la limite f n’est pas continue.

T
Pourxzi,ona

sin(2k + 1)

5 = sin (g + k7'(> = (—1)k,

On en déduit
—+00

©oa(-nk oy (-«
,g(zn+1)n_f(§>_1:>,§)(2n+l)_Z’

Puisque f est impaire, 1’égalité de Parseval donne,

7T
1 /‘ 2 182 2 8 i 1 ™ 1 T
LAy N N DL
) 2 & 72 = (2n+1)2 S 2nr1)? 8
Ensuite, on a
=1 g 1 ™ 1 T 1821
B ) DR s DR Ty Rl i B2
ot = (2k+1)2 0 = (2) =11
Donc, on trouve,
3%1 _71:>+°°1 _4><7r_7r
4 ~=n2 8  =mn2 3 8 6
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Finalement, d’apreés (c), nous avons,

| DA o N S S G ) A S
= on? =20 Een+1)? 8T = n2 8 46 12

Correction d’exercice 7

On remarque que f est paire, de sorte que b, = 0 pour tout 7. Par ailleurs,
2r
1 ) 272
ag=— [ (x —m)%dx = —.
0= [ (x—mPdx = =7
0

Pour tout n > 1, et intégrations par parties, on a

27

a, = %/(x—n)zcos(nx)dx
0
7T T
_1\n
= l/tzcos(nt—i—nn)dt:( D /tzcos(nt)dt
T T
—7T —7T
(-1)" 4 4
= 7 <tV =a

D’ou la série de Fourier de f s’écrit donc,

+oo
F()(x) = 5 +4 > % cos(1x).

La fonction f est de classe C'(IR). Le théoréme de Dirichlet permet donc de conclure que, pour tout

x € R, nous avons

+00
F(f)(x) = f(x) = g—l—4 ;%cos(nx).

D’apres la question précédente,

+o00 +0 (__1\n
7-[2:f(0)—%+4;% et 0:f(7'c)=——|—4;(n12)

On en déduit que,

Dr: D. Bouafia ﬁ Université de M’sila




Correction d’exercice 8
Posons,

+o00 400
flx) = 512_0 + Y (an cos(nx) 4 by sin(nx)), et y(x) = % + ) (ay cos(nx) + By sin(nx)),
n=1 n=1
et, en dérivant terme a terme,
—+o0
y'(x) = Y _ (nPncos(nx) — nay sin(nx)).
n=1

Nous avons, donc,
/ A iy .
y(x)+Ay(x) = - T ) ([nﬁn + Awy) cos(nx) + [ABy — nay] sm(nx)).
n=1

En identifiant les coefficients, on obtient

aop

ng = X,
an = [nBn + Awy), =< 0y = T2A2
by, = [/\,Bn - nlxn]/ _ hay + Aby,
‘Bn - 7’12 + AZ :

La fonction f proposée est continiment dérivable sur R. Calculons ses coefficients de Fourier. On a

T 27T

Y PSLAT SRS ) PR
ao—nO/(x 2)dx+n/[(x 2)+2
us

2

7T
dx = =
=5

a
Par ailleurs, on remarque que la fonction f — 0 est impaire, de sorte que a, = 0 pour n > 1. Enfin,

2

T, T2
(x=3)+5

1 T 1 2r

= 2 [(x=Ty2 -

b, = no/(x 2) cos(nx)dx—l—n/
7T

sin(nx)dx

1— (1)

T 27

= T =Ty Z s

= - 0/(x 2) cos(nx)dx + 5 /sm(nx)dx
7T

Par intégration par parties deux fois, on calule I'integrale I, on trouve, donc,

h= [(x=Zcos(naydx = (1- (-1)") [Z—; _ %]
0
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Ainssi
2

I = /sin(nx)dx = w

n
D’ou ;
T (G VS
n — 3 .
mn

2
T
On obtient ag = > et, pour tout k € IN*, app = Box =0,

8
Kok—1 = 2k —1)2[(2k — 1)2 + 1]’

—8
72k —1)3[(2k —1)2 +1]°

et Box_1 =

Finalement, il est facile de voir que la série
—+00
Y (nBn cos(nx) — nay sin(nx)).
n=1

est uniformément convergente, et que par conséquent la série,

%0 4 3 (wycos(nx) + B sin(n3))
> L &y cos(nx) + B sin(nx)),

qui est aussi uniformément convergente, a pour somme une fonction y(x) continiiment dérivable
sur R, qui est solution de I’équation différentielle (4.1) donnée.

Remarque

Soient f et g deux fonctions 271 — périodiques définies sur IR. Alors, le produit de convolution de f et g est

donné par .
Vx€R: (fxg)(x) = ) culf)cu(g)e™

nez
Correction d’exercice supplémontaire 1

B} Nous supposons que a € C \ iZ, et nous écrivons f, pour désigner la fonction
27r—périodique qui vérifie f,(x) = e sur | — 71, 71]. Remarquons que

1
T .

Cn =

:1\,:1

7T
f(x)eminx = 7 /e e My = % /e(”_i”)xdx
-

27'ca—1n a—in 7T

2
[ ela=in) ]n (=1)" S h(ar)
a _

1)"(a +in) " sh(arr)
a? + n? T
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Alors, la série de Fourier de f; est

sh(a sh(a 2 (
F(fa)(x) = hinﬂ) h( T (an—{— 5 cos(nx) 2 Z n2+ 25111 HX))

D’apreés le théoréme de Dirichlet, la série F(f,) converge pour tout x et en particulier nous
avons,

_ .oLaxX sh(an’) _£+oo (_1)na :
Vx €] —m, mf: " = o (Z 21 a 2cos (nx) 7‘(2;;)7124—612 sin(nx) |.

m D’autre part, la fonction 271 —périodique g, qui coincide avec x — chax sur | — 71, 7| vérifie,

gu(x) — fa(x+) ;fﬂ(x)

. Alors, on a

(=1)"a " sh(ar)

Cn —
a? + n? T

4
et la série de Fourier de g, est

sh(ar) sh(an) & (—1)"2a
ot n L n? + a2

n=1

F(ga)(x) =

cos(nx).

La série de Fourier de g, est normalement convergente et g, est continue sur IR, alors,

+00 n
Vx € [—m, 7]+ ga(x) = ch(ax) = %( ,121 " 2“ cos nx))
Dans le cas particulier, on obtient pour tout x € [—71, 77|,
_ sh(am)  sh(am) 2 (=1)"2a
ch(ax) = ., 1;1 22 cos(nx)
+o0 n
_ sh(arr) 2sh(ar() Z 2a cos(nz)
ar ar — —|—
sh(arm) paay (—1
= — ( —1+ HZ_O e cos(nx (4.2)

En remplacant x par 0 dans I’équation (4.4) nous obtenons,

1y )
2sh(ar)  2a =i n?+a?

En particulier si 4 = 1, nous avons
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D’autre par en remplacant x par 77 dans 1'équation (£.4) on aura,
T 1 2 a

S T op = Ma

2th(ar)  2a ‘=n*+a

Comme La série de Fourier de g, * ¢, est normalement convergente et son coefficients cg, g, défin-

isant par
a? sh?am
c = (cq,)? = X
8a*&a = \"8a) T n2 4+ g2 T2

Alors, la somme de g, * g, est donné par,

Qa* ga(x) = shz(an (1 +2 Z cos(nx)).

On en déduit en prenant x = 0,
4

sh?(ar) a
§a%8a(0) = W(‘1+22m>

1 sh(2am)
2 S T S
ch*(ax)dx = 2" Than

, ce qui donne,

1
Ainssi que, g, * £,(0) = pe

:1\3

1 +00 612

) T2 = e

72 LT
4sh?(arr)  4ath(ar

n=0
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Intégrales impropres Chapitre

5
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1 Série d’exercices N 5 |

Exercice 1

Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes, et le cas échéant, calculer leur valeur

+o00 +00
[ e dx. [ xe *dx.
0 0

Lo
2 dx.
B/ =" °°
xe

Of—(1+x2)2dx.
0
2
_{o xe " dx. *0[—1+x2dx'

Calculer les intégrales généralisées suivantes

Of (1+ex)(1+e—x)dx . uf x(x+b)dx,a>0,b>0
s +°°arctan(x)d

B B/

cos 2x T®Inx
—dx.
. f 0V sm2x n 1f

Exercice 3

Etudier la nature des intégrales suivantes
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+% cos(x?)

gwsinxdx. 6 | { e dx.
?wsin(xz)dx. ?mjixzdx.
et |

0 o X
_joqo e dx. 9| gwiniildx.

2x

—+00
5 ——dx.
B bf Vo +x+1 0
T®sin(x)

Etudier pour a > 0, la convergence et la convergence absolue de I'intégrale [

=]
S
—
=
N
I ~~
=
—_ [~
U

dx.

x“

Etudier suivant les valeurs des paramétres réels a et 3

la nature de I'intégrale,

xD(
J .
/ Inf(x +1)
Etudier suivantes les valeurs réels de « et B
+oo 1
la nature de I'intégrale de Bertrand [ ————dx.
5 x*InP(x)
“+o00

Etudier pour quelles valeurs de n € IN I'intégrale I,, = f %dx converge.
1

En déduit la valeur de I,,.

Exercice 7

Soit F la fonction définie par

F(x) = /Mdt.

1

Calculer F(x).
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En déduit la convergence de I'intégrale suivante, puis déterminer sa valeur,

+o0

2

I= / In(1+£)
i’2

1

Exercice 8

Soit F la fonction définie par
X

1
F(x) = / et

1
A l'aide du changement de variable u = v/#2 + 1, calculer F(x).

En utilisant les régles de Riemann, montrer la convergence de I'intégrale suivante,

“+o0

T
tWE+1

1

Calculer I.

Exercice 9

Montrer que les intégrales suivantes sont semi-convergentes.

?wcosxdx Jrfooxz sin(x*)dx
7T ﬁ ' s .

+oo Tl
[ cos(x?)dx, (poser u = x?). f’elﬁ

-1

dx.

X

Exercice 10

s

2
Montrer que I'intégrale [ tan xdx diverge,
0

en utilisant un calcul de primitive. par le critére de Riemann.

Etudier la nature des intégrales

T sin(5x) — sin(3x Ty
1 I ()5()- H/ —
0 X3 0
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Pour x > 0, on pose

x 2 1 2 2
B 2 B e—x (1+t%)
flx) = (/e dt) et g(x) = /—1—|—t2 dt.

0 0

Montrer que f et ¢ sont de classe C'. Calculer la dérivée de f + g.

Vérifier que 0 < g(x) < %e*xz. Déduire lim g(x) = 0.

X—r 400
J7T

X
En déduire que fe_tzdt =5
0

Exercice supplémontaire 1

+o0 1
il Ftudi 11 leurs d N lintégrale I, = [ ————d
. udier pour quelles valeurs de n € intégrale I, b[ (x3 1) X converge
Calculer I;.
Montrer pour tout 7 > 2, on a
I _3n—1 [
n+1 — 31 n-

En on déduit I, sin > 1.

Exercice supplémontaire 2

Soit f une fonction définie et décroissante sur I'intervalle [a, +00[, (a > 0) a valeur dans R

+o0
Montrer que I'intégrale [ f(x)dx converge, alors, l_1>rJrr1 xf(x)=0.
a X [e°]
2x
Indication: en utilisant I'inégalité :  xf(2x) < / f(t)dt, six > a.
X

Montrer par un contre-exemple que la réciproque est fausse.

Exercice supplémontaire 3

On pose, pour x € R,

+o0

F(x) = / Me_tdt
0

Justifier que F est bien définie sur IR.
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Justifier que F est C! et donner une expression de F/(x) pour tout x € R.
Calculer F/(x).

En déduire une expression simplifiée de F(x).

Exercice supplémontaire 4

oo 1
Soit l'intégrale F(x) = | ———dt.
oit 'intégrale F(x) bf Iy

Etudier la définition de F.

Donner un équivalent de F en 0.

Montrer que F admet une symétrie.

Montrer que F est continue sur son ensemble de défiition.

Calculer la borne inférieure de F.

Exercice supplémontaire 5
+c0 11‘1( x2 + t2)

Etudier Pexistence et la dérivabilité de la fonction F : x — f e
0

dt

Trouver une expression simple de F(x).
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2 Correction de série N 5

Correction d’exercice 1

—+o0
Etude la convergence de | ~*dx.
0
La fonction x — e~ ¥ est continue sur [0, +00[, on a donc a priori uniquement un probléme en +oo.

Soit x > 0. Alors

X

X
/e_tdt = [— e_t] =1—e* — 1.
0 X—>-+00

0
~+o00 “+o0
Donc, I'intégrale [ ~*dx est convergeet [ ~*dx =1.
0 0

1
Convergence de f

\/ —x

La fonction x +— est continue sur [0, 1], on a donc a priori uniquement un probléme en 1.

\/1—x

Soit x € [0,1[. Alors

dt:[_m];‘:z_m_m

x—1

1
v1—t

1
D’ou la convergence de f

———dxet f =2.

=]

—+00
Convergence de g‘ ﬁdx.
La fonction x — ﬁ est continue sur [0, +o0[, on a donc a priori uniquement un probléme
en +o00. Soit x > 0. Alors, on a
X
/ t g = 1 / 1 [ 1 ]x
) (1+2)27 2 1+t2 2L 1++£2]0
B " 1 — 1
N 2(1+t2) 4 x—s+foo 4
p 'tl"t’lJeroo T dxest tJrfoo L dx L
ar suite 'intégrale | ———=dx est converge e ——dx = —.
B a2 By 22" T 4
0 2 2
Pour l'intégrale [ xe *"dx. On a la fonction x +— xe™*" est continue sur | — o0, 0], nous avons

donc a priori uniquement un probléme en —oo.
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Soit x €] — o0, 0]. Alors

0 0
2 1 2 1 210
tePdt = ——/ —2t)e " dt = —2 "]
/ 2 (=2¢) 2 x
X X
B le_tz 1 1
2 2 e
9 2
Cestadire [ xe ™ dx converge vers —5
—0o0
P +w
Etude convergence de [ xe™*dx. On ala fonction x — xe™* est continue sur [0, +o0[, nous avons

0
donc a priori uniquement un probléme en +-co.

Soit x € [0, +ool. Par intégration par parties, on trouve,

{u(t):t j{u’(t)zl

v'(t) =e! o(t) = —e !

Par conséquent,

X

X
/te“‘dt = [—te_t];—i—/e_tdt
0
X

0
= —xe '+ [— e_t]
0
= —xe *—e*+1 — 1.
x—>+o00
“+o00
C'est adire [ xe % converge vers 1.
0
+00 1
Convergence de dx. 1l est clair que la fonction x — ——— est continue sur [0, 400/,
& f e d 1+ 2 0 el

nous avons donc a priori uniquement un probléme en +oo.
Soit x € [0, +0o[. Par conséquent,

[ st = [arctan(x)]” arctani)_— ~ 2
1+t2 = | arctan(x O—arcanxx —|—oo_2.
0

T 1 T
D’ou la convergence de [ 5dx converge vers .
o I+« 2
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Correction d’exercice 2

On a pour tout x > 0,

1 B e* B [_ 1 }’
(1+e)(1+e )  (1+e¥)2 L 1+ex]’
Donc, on obtient,

70 1 dx im | ! it = li /
= lim = lim

/ (I14+e*)(1+eX) e (1+et)(1+e7t) e (1T+et)?
= lim [— L ]x—l— im 1 _1
T xo4o 14+eXlo 2 xotol4ex 2

Comme la primitive des fonctions x — 1/(x)e**) est la fonction x — ¢*(*), telle que u une fonction
dérivable, alors, nous avons,

+oo X
_Jx Vi x
/ ¢ gy = lim [%—dt= lim [—2e—\ﬂ
\/} x—>+oo1 \/Z X400 1
= 2 gimo2evEo 2
e X— 400 e

On a pour tout x €]0, %T[,

(o) = 22
v/ sin 2x
Donc,
3 Ccos 2x i cos 2t ’ cos 2t
/ S 4x = lim dt + lim dt
" v/sin 2x x—>0 v/sin 2t v/sin 2t
T X
= lim [\/ sin2t] : + lim [\/ sinZt]
x—0 x =7 z
= lim [1 — sin2x] + lim [\/ sin2x — 1] =0.
x—0 x—)%
+oo 1 1
Pour l'intégrale f ——dx, a >0, b > 0. en décomposant la fraction ————, on obtient
2 x(x+D) x(x +b)
1 - 1 1 _ 1
x(x+b) b x+b
Donc, on trouve,
+oo X
1

= i o | ()

- _ln<aaﬂ)+%xl—l>rfooxm(xib) :_ln<a—7—b)'

X
1 : 1
| sorm = [
a a a
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1
Comme la fonction x +— arctan x a pour dérivée x — T+ 22 et la primitive des fonctions de la
X

1
forme f.f est Efz Alors, on a

—+00 X 5 X
arctan x , arctan f (arctant)
/ ——-dx = lim dt = lim |———
1+ x2 xoto0 ) 1412 x—+00 2 .
0
— kim (arctanx)® 72
 xS+eo 2 8

n En intégrant par parties, on trouve

/m_xdx:_m_x+ L LY
X X

X X X
Par suite,
—+o00 X
In x ) Int ) Int 1
—dx = lim [ —dt=— lim |— +-
X X—>+00 t x—+oo | f t
1 1
Inx 1
= 1— lim <— —) =
X—+00 X X
Correction d’exercice 3
On étudiant la nature des intégrales suivantes
—+o00
Pour l'intégrale [ sinxdx.Ona
0
—+o00 X
/ sinxdx = lim / sinxdx = lim (1 — Cos x) n’existe pas.
X—+00 X——+00
0 0

Car, lirJrrl cos x prend plusieurs des valeurs, donc l'intégrale généralisée n’existe pas.
X—+00
—+00
Etude convergence de [ sin(x?)dx.
1
En faisant le changement du variable, posons u = xz, donc, u’ = 2xdx, alors

+00 +oos,n(u)
. 2 . 1
/sm(x Ydx = /—Zu du.

1 1

. ’ \ bl \ 5 \ : +Oo Sin ( u)
En appliquant le Théoréme d’Abel a I'intégrale impropre |

du.
12uu

, : 1 - .
D’une part la fonction # — —— est décroissante sur [1, +oo[, et lim — = 0.
2u x—r+o0 2U
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X
D’autre part pour tout x € [1,4+oco[, ona | [ sin(t?)dt| = ’ sin(2x) — sin(l)‘ <2
1
+o0
du converge, par suite I'intégrale impropre [ sin(x?)dx con-
1

+9° 5in ()

D’ou 'intégrale impropre f
1

verge.
+o00 5
Pour l'intégrale f e " dx. Nous avons pour x > 1 on a x2 > x> 1. D’apres la croissance de la
0

fonction exponentielle on trouve,
—x? —x
e <e .

—+00
Comme I'intégrale impropre | e~ *dx converge, car
1
X
/etdt: [—e*t} =eloe* — L
1 xX—+o0

1
—+00

N N ;s . s 42
D’ou, d’apres le Théoréme de comparaison, I'intégrale f e~ dx est converge.
1
x2 s
est continue sur

e

. Se 4z — 52 . . _

On sait que 'intégrale [ e ¥ dx est aussi converge, car la fonction x — e
0

Iintervalle fermé [0, 1].

On a la fonction x — ¢~ est paire, donc,
+oo 0
/exzdx: /exzdx.
0 —o00
too
D’aprés question précédente 'intégrale impropre f e "dx converge, d’ou la convergence de
0
0 2
Iintégrale [ e~ *dx.
—00
B: I
) Etude l'intégrale | ————=dx.
& 0 Vxd+x+1
On sait 2 2 ¢ Pintégrale i de Ri 7m 2 ix g
n sait que ———= ~ —. Comme l'intégrale impropre de Riemann | —dx converge
d VIS Fx+1 +o x5 P 1
3
(« = 5 > 1), alors d’aprés le Théoréme de 1’équivalence du fonctions, l'intégrale impropre
T2 g Sachant f Y ix est finie, car la fonction x
—_— converge. Sachant que | —— est finie, car la fonction
1 VXO+x+1 & 1 0 Vot x+1
2 t conti [0,1].P < t lintégral To 2 dx
est continue sur |0, 1|. Par conséquent 'intégrale | —————=dx converge.
! ¢ 0 VX2 4+x+1 &

Vi +x+1
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nOna

cos(x?) 1 1
T4+x2 | = 1+ x2 +oo x2°
+o0
Comme l'intégrale de Riemann f pdx converge, alors d’aprés le Théoréme de comparaison,
1
+2 cos(x2 + cos(x2
I'intégrale impropre 1f %dx converge. D’ou l'intégrale impropre g %d}c converge,
cos(x?)
car la fonction x 112 continue sur [0, 1], c’est a dire intégrable sur [0, 1].
On a pour tout x > ¢,
Inx 1 1
X+2 7 x+2 4o x
—+00

Comme l'intégrale impropre de Riemann f —dx. diverge, alors d’apreés les théorémes du compar-
X
e

+o0 e
X
ison et d’équivalence l'intégrale impropre [ dx diverge. Sachant que I'intégrale [ dx
5 X+2 1 x+2
e oo Inx
est finie. D’ou la divergence de I'intégrale f dx.
1 X +2
—+o0
Y ey cos x
E On étudiant la convergence de I'intégrale [ 2 dx. Alors, on a
0
+o0 1 +o0
cos x cos X Cos X
[ S = [Frav+ [ lax.
X x X
0 0 1
1 cosx
n Pour I'intégrale I} = [ —5—dx, on sait que que x +— cosx est une fonction positive au
O x
voisinage de 0, de plus,
2
X
cosx =1— >+ o(x?),
par suite, on a
1 1
i 2 =z 1
lim 3=+ = li - = lim =1
n—0 n—0 1-% +o(x2) n—01 — X 4 0(x2)
x2 x2
! +2 cos x
Comme 'intégrale de Riemann | —dx. converge, alors, I'intégrale J >—dx est aussi con-
0 X X

1
verge. D’ou 'intégrale impropre [
0

2 dx converge.
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T®cos x

n Pour I'intégrale , = [
1

dx. Nous avons

CcoSs X 1
Tl
x2 x2

1
Comme 'intégrale de Riemann | —dx converge, alors d’apres le Théoréme de comparaison

0
+o0

I'intégrale [
1

>—dx converge.

T cos x

D’ou I'intégrale impropre [ >—dx converge.
0

+o00 1
n Pour I'intégrale f n dx. Alors, on a

o Xx+e¥

+o0 +o0 1 +o00
lnx lnx Inx —Inx Inx

/ = / / dx = — dx + / dx.
/ x+e" x+e" x + e* ; x + e* x + e*

I Inx

dx, alors, on a

B} Posons I; :‘O[x—|-6x

—Inx

1mx—|—e = lim 1 =1
n—0 —Ilnx x=0x+e*

1

Comme l'intégrale — [ Inxdx. converge, car
0

1
/lnxdx = — 11m Intdt = lim (1 — tlnt) =1.
x—0
x

1

nx
~dx est converge.

Alors, d’pres le théoreme d’équivalence I'intégrale [} = f e
0

. T Inx .
n Pour I'intégrale , = [ . ~dx, il est clair que
01
Inx

In2 +In(5 2
lim x—;e" = lim Ln(z) Xx—XZO.

n—r—+00 1 X—r—+00 e% (Lx 4 1) ez

x2 e2

t% 1
Comme l'intégrale de Riemann | —dx converge, alors d’aprés le Théoréme de comparaison

1
+° lnx

intégrale , = [
1 x

dx converge.
X
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—+o00
dx est converge.

+e*

Par conséquent, I'intégrale impropre f

Ona
—+o00
In(x)
I= / x2 — ldx
0
1
2 1 2 +oo
In(x) In(x) In(x) In(x)
- /xz—ldgH—/xz—ldXJr/x2—1dx+ / x2—1dx
0 % 1 2
= Lh+DbL+ I+ 14
Comme,
1
2
1 1
/xlg(_x)ldx ¥ NG (converge).
0
2|
Alors, [T = of xr;(_x)l dx converge.
Pour les intégrales, I, et I3, on a
In(x)
2 _ 1 1
im X =1 — fim % = lim - = 1.
x—1 1 x—1 X — x—1 X
x+1
1 21
ny et f ny existent (finies), alors d’aprés le Théoréeme
x+1 1 x+1

Puisque les deux intégrales [
1
2
d’équivalence, les deux intégrales impropres I, et I3 sont convergentes.

+oo |
n(x) dx. On remarque que,

Pour I'intégrale Iy = [ >
(intégrale de Riemann, donc converg).

Par conséquent 'intégrale I; converge. On en résulte que [ la somme de I;, I, I3 et I est converge.

Correction d’exercice 4
+00 o
sin(x
( )dx.
7 Xt

Etude de la convergence de I'intégrale |

Convergence simple.

Université de M’sila

Dr: D. Bouafia




% 5in(x)

En utilisant le Théoreme d’Abel, il est facile de voir que pour tout & > 0, I'intégrale f dx

xlx
1
est convergente. En effet, la fonction x — — décroissante sur [1, +oo[ et lim — = 0.
x4 x—1=c0 X¥
X
D’autre part pour tout x € [1, oo, ona | [ sin(t)dt| = ‘ sinx — sin(l)’ <2
1
+00 o
sin(x
D’ou l'intégrale impropre f ¢(x )dx est converge.
1 x
Etude la convergence absolue. On a pour tout a > 0
—+o0 +o0
sin(x 1
/ (x) dx| < / —dx
x* x*
1 1
Alors, on distinger deux cas
+oo
n Si « > 1, l'intégrale de Riemann 1f ﬁdx converge, par conséquent l'intégrale impropre
+o0 g
sin(x
i ( )dx est converge.
X

+%0 | gin(x
¥ si0 < « < 1.1 faut étudier la convergence de I'intégrale i —| sin(x)|
1

On sait que pour x € [0,1] ona x > x? et donc, pour tout t € [1, 400

dx.

| sin(x)| > sin®(x).
D’ou, pour tout t > 1, on trouve,

sin? t < |sint|.

0= O A
Comme
sint 1 cos(2t)
T T
e T : e ()I
et 'intégrale généralisée [ t—adt diverge, par suite I'intégrale f dx est diverge.

1 1

If

————dXx est une intégrale impropre en 0.

lnl3 x+1)

x* 1
InP(x41) 0 xF~

=1, ie,
x—0

xB—

Alors, les deux intégrales de méme nature.
1

Or I'intégrale de Riemann f ﬂdx est convergente si et seulement si f§ —a < 1.
0 X
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Correction d’exercice 5

On étude N
> 1
la nature de l'intégrale de Bertrand f dx, selon les valeurs des parametres réels « et 5. On
5 x®Inf(x)

distinger quatre cas.

Sia > 1 on choisit un réel 7y de sorte que 1 < 7y < a, on trouve donc,

1
1P (%) 1
x—400 =7 X—+00 xY—& Ipn (x)
1 o1
quelque soit B € RR, c’est a dire ———— = o (—) Et comme l'intégrale de Riemann f —dx
x*1nP (x) X7 h X7
—+00
est convergente car ¢y > 1 on déduit que I'intégrale [ dx est convergente.
5 x*Inf(x)

Sia < 1. Alors, si on prend un réel de sorte que 0 < 7y < «, on trouve donc,

1
= 1
lim, =1 = i e o =
x o X 0 yY—
x"‘lnﬁ(x) X774 In (x)

1 1 T
quelque soit B € R, c’est a dire — = 0 (ﬁ) Et comme I'intégrale de Riemann [ —dx
X

xY XX 11‘15 > xY
—+00
est divergente car 7y < 1, on déduit que I'intégrale | dx est divergente.
5 x*InP(x)

Sia = 1et fp = 1. On sait que pour tout x > 2, on a

<1n(1n x)) = xlnl(x) :

o0 1 x ) N
2/ ALY tm(t)df:xkrfmlln(lnt)]z

Comme,

= —In(In2)+ lim In(lnx) = +oo.

X—r+00
D’ou la divergence de 'intégrale de Bertrand dans ce cas.

Sia = 1etp # 1. On a que pour tout x > 2,

(b)) -1
1-p (1 (x)) xInf(x)
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Et comme,

X

1 B 5
/xlnﬁ(x)dx - 1—ﬁxl—l>r—|r-100/ln dt ﬁx1_1>1‘_£100

mkﬁﬁ

In'~#(2) 1 - oo :si p<1
_ Bx) — : /
T=p TT-g.m )= {0 Ssi B> 1

2

Alors, on en conclut a cette étude que,

™ a>1
/ —ﬁdx converge < { 0u
x* In”(x) x=Tletp<1.
Correction d’exercice 5
foo 1
. L’intégrale I, est une intégrale de Bertrand f o1 dx qui converge si et seulement si n > 2.
x"In" " x

—+o00
L , nx
Pour la calculer dans ce cas, intégrons par parties [ —.-dx. On trouve donc,
X
1

1 —n+1 —n —n+1 —n
/nxdx:x lnx—/ a dx = = Iny — —> .
X" —n+1 —n+1 —n+1 (—n+1)2

Alors, en résulte que,

lnx x 1 e 1
I = dx = Iny — ———— =
! 1/ o “nrl (—n+1)? (—n+1)?
X In(1 +
Soit I'intégrale F(x) = [ %dt.
1
Par intégration par parties, et posons donc,
1 (t) = —=
I(4) — — u
{uuy_ﬂ . t
o(t) = In(1 4 t?) vU):1+¢T

On obtient, donc

X X 1
2 [
v2 [ gt

1 1

1
= 2 In(1 + x?) + In2 + 2 arctan x — arctan 1

F(x) = !—%ma+ﬂ)
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1
—;ln(l + x?) + 2arctanx 4+ In2 — %T

Comme,

1
lim ~In(14x*)=0et lim arctanx = —
x—+o0 X x—+00 2

Donc, F(x) admet une limite finie ce qui sinifie que 'intégrale I est converge et

I= lim F(x)= lim [—%ln(l+x2)+2arctanx+ln2—g] —In2+ 2,

x—+oo x—+oo 2

Correction d’exercice 7

On fait le changement de variable, posons donc, u = v1 + t2 alors, t = Vu? —1et
gt — 2udu  udu
2VuZ -1 Vuz -1
Par suite,
t=1=u=+2
t=x=u=vx>+1.
Par conséquent, on aura,
V24l Va2l
o= | e T
N 5 \/u2—1 ViZ—1 \/ 1'
2 2
On sait que on peut développer la fraction ——— comme suit,
q p PP Vi1
1 _1>< 1 _1 1
w2—1 2 u—1 2u+1
Donc, on a
H.
241 241 VX
F(x) = 7+ du 1 x/+ du _1/
uz—1 2 vu—-1 2 Vi —|—1
V2 V2 V2
1 Vx2+1
- 5[1 nju—1— 1nyu+1|]
1 u—1 VaZ4+1-1 V2 -
- A - P - e 2
2 +1 2+1+1 V2+1
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B Pourzx:§>1,ona

Donc, I'intégrale [ = [ _ 1
’ 1 21
m On remarque que t = v/1 + x2 et tend vers o0 quand x tend vers +co0, d’ott

[t g ] = 3
t—>—|—002 t+1 \/——|—1

dt est converge.

xgrfoop(x):“l )\/_+1

Correction d’exercice 8

Montrons la semi-convergence des intégrales suivantes.

. Pour f

vers O al 1nﬁn1 par ailleurs pour tous x, x’ > 71, on a

1
dx En appliquant le critere d’Abel. La fonction x — —= est décroissante et tend

Jx

x/

/cos tdt

X

= ‘Sinx’—sinx < 2.

Donc l'intégrale converge.
Pour montrer qu’elle ne converge pas absolument, on peut utiliser I'inégalité

1 — cos2x
2

/ |cost| / 1-— cosZt / \/_ coi/Z_t : (5.1)

X

lim Ldt‘ lim [vx— /7] =

x—+c0 ) 24/t x—400
s

Vx € [T, +oo[: |cosx| > cos?x =

Alors,

Mais,

Par contre, en posant u = 2¢, on obtient

2x

/ CcoS 2t 1 CcoSs u

i Z\f Vi

D’apres ce qui précede cette expression posséde une limite finie lorsque x tend vers +co, donc le
membre de droite de I'inégalité (5.1) tend vers +oo, et il en résulte que celui de gauche a la méme
“+o0

X
limite. Par suite, I'intégrale f dx diverge.

0S
VX
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—+00
Comme la fonction qui & x — cos(x?) est continue sur [—1, +oo[, 'intégrale [ cos(x?)dx con-
-1
—+00
verge si et seulement si I'intégrale [ cos(x?)dx converge, et de méme I'intégrale

NG
—+00

—+o0
[ | cos(x?)|dx converge si et seulement si 'intégrale [ |cos(x?)|dx converge. En faisant le
1 NG

changement de variable x2 = u, on obtient,

T (1)
/cos(xz)dx = / cosit du,
N

et également
—+o00
| cos(u)]

—+o00

/ lcos(x?)|dx = [ L<B8Wl 5,
2

N vu

T

C

+o0
D’aprés le résultat de question (a), I'intégrale [ du est semi-convergente, et donc que
7T

os(u)

2\/u
+o00 400

lintégrale [ cos(x?)dx est aussi semi-convergente. Par conséquent [ cos(x?)dx est semi-
N -1

convergente.

On effectue le changement de variable u = x*. L’intégrale devient,

+oo 1 ()
/ x?sin(x*)dx = 1 gdu.
Ve w0

La situation est identique a celle de question (a). La fonction qui a u — ? est décroissante et tend
u

vers 0 4 infini. par ailleurs pour tous x, x’ > 7t*, on a

x/

/sin udu

X

= ‘cosu'—cosu) < 2.

o . L t®sin(u)

Donc la critere d’Abel permet de conclure que l'intégrale f 5
ot ud

Pour montrer qu’elle ne converge pas absolument, on peut utiliser I'inégalité,

du converge.

1 — cos2x

Vx € [r*, +oo: |sinx| > sin®x = SR

et conclure comme dans le question (a).
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On effectue le changement de variable u = +/x. L’intégrale devient
“+o0 1 \/» i
/ dx =2 / —du

On applique alors la méme méthode que dans le question () aux parties réelle et imaginaire

+002 +002 .
/ COS Mdu ot / smudw
u u

JT J7

“+o00 l\f
dx converge. Par contre, puisque

Ce qui montre que ces deux intégrales convergent, donc [
7T
+o00 1
|el‘[| = 1, et que l'intégrale f dx diverge, l'intégrale proposée n’est pas absolument conver-

T

gente.

Correction d’exercice 9
in x

donc, on a immédiatement,

, si
On écrit tanx =
oS X
(cosx)’
tanxdx = — | ——dx = —In(cosx) +¢, c € R.
COS X

Par conséquent,
X

X
tanxdx = lim [ tantdt = lim [— In(cos t)]
x—7 5 x—7 0

O\N\n

= lim [—ln(cosx)] = +o00.
x—=5

s

2
Donc, I'intégrale [ tanxdx est diverge
0

\ . Sy 7T
La fonction tangente possede une discontinuité en 5 On se raméne en 0 en posant u = —

— X.

1

Alors,
T
tanx = tan (— — u) = cotanu = .
2 tanu

Mais au voisinage de 0, tan(u) ~ u, donc
tanx ~ —.
u

T

du 2
diverge, il en résulte que l'intégrale f tan xdx diverge également
0

u

o%l\)\:l

Comme l'intégrale —
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Correction d’exercice 10
N t®sin(5x) —sin(3x) . . .
5 existe, on peut ecrit comme suit
0 X3
"sin(5x) — sin(3x)
sin(bx) — sin(3x
dx.

B¥ Pour tout x €]0, +-00], selle I'intégrale J
h (5x) 3
/ sin(5x —sm( x)dx+/ :
1 s
i 0, +oo[ donc

+oo
sin(5x) — sin( 3x

I
X 0

0
On va utiliser le critére sur les équivalents. La fonction a intégrer est continue sur |
localement intégrable sur cet intervalle. L’'intégrale est automatiquement impropre en +oco. Il faut

faire I’étude en 0.
sin(3x) = 3x 4 o(x) et sin(5x) = 5x + o(x)

ﬂ En point 0. on a
sin(5x) — sin(3x) ¥ 2x

Donc,

sin(5x) —sin(3x) 2
~

2
x3

Alors, on trouve,
5
X3
On a donc que les fonctions sont de signe constant au voisinage de 0. On peut donc utiliser le

critere sur les équivalents
(1
[ sin(5x) — sm(3x)
sin(5x) —sin(3x) 2 0 x5 )
= ~ — = ( et sont de méme nature
X3 0 x3 19
f—zdx
\ 0 X3
12 L sin(5x) — sin(3x
Comme 'intégrale [ — dx converge, alors, I'intégrale impropre [ (5) = ( )dx con-
0 x3 0 x3
verge.
m En +o00. Pour tout x € [1, 400, nous avons
sin(5x) — sin(3x) 2
5 < -
X3

X3

> 2
—dx converge, donc lintégrale impropre

5
X3

»—x%-l-

Comme lintégrale impropre de Riemann

+00 i —si
i sin(5x) 5 sin(3x) dx absolument convergente
1 X3
2 sin(5x) — sin(3x)
x3

dx est converge.

On conclut de (a) et (b) I'intégrale [
0
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La fonction a intégrer est continue sur |0, +oco[ donc localement intégrable sur cet intervalle. On
remarque aussi d’apres relation de Chasle (s’elle I'intégrale existe)

—+o00

1 +o0
x x x
/ex—ldx_/ex—ldx+/ex—1dx'
0 0 1

n En point 0. On a

X
~ 1.
e*x—1 o0

Dong, la fonction x — pr— est prolongeable par continuité en 0. Donc I’'intégrale en 0 est
1

une intégrale de Riemann, c’est a dire f
0

- 1dx finie.

n En +4o0. Le critére de Riemann devrait bien fonctionner. On a donc,

3
X X 1 _ 1
22 x =T x— —xPer_—
e*r —1 er 1—e X 1—e*
: S P 2 X 3, v 1 s :
On sait que lim x’e™* = 0, donc, x* X —— = x’¢”*—— ~ 0. Le critére de Riemann
x—0 ex—1 1—e% +o
+o0

d lure que f X dx converge
permet de conc q = 1 ge.

—+o00
D’ou, d’aprés (a) et (b) I'intégrale impropre [ o a
S et —

Correction d’exercice 11

. N R
f n’est autre que le carré d’une fonction primitive de t — e qui est contnue sur R, donc f est de

1 dx est converge.

X
classe C! sur IR, de plus f'(x) = 2 < | e_tzdt> e~ . Ona
0

e—xz(l—i-tz)

T est définie et continue sur R x [0, 1].

B} lapplication (x,t) —

af e—x2(1+t2)

201442
e —er_x (1+t )
ox 1+1¢2
existe et continue sur R x [0, 1], donc d’aprés le Théoréme de Leibniz ¢ est de classe C! sur R
etona
1
gx) =2 / xe P 0+0) gy,
0
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Le changement de variable u = xt permet d’avoir

1
¢'(x) = —Z/exzuzdu = —f'(x).
0

Ainsi pour tout x € R, nous avons

On a pour tout x € R,

0<g(x)

IN
NI
=
N
—
—_ Cﬁl
+| =
~
N
QU
~~
IN
mI
=
N
o —
—_
+ | =
~
N
=
~

Par conséquent

3

|
L’application h(x) = f(x) 4+ g(x) est constante sur R et 7(0) = 0+ [ mdt =T
0

Donc, pour tout x € IR, on trouve,

fx)+8(x) = 7.

Comme,
—+o0
‘/e‘t ‘: lim lim /f(x)+g(x) = s
x— 00 x—>+oo 4
0
—+o00 —+o00 7T
Or [ e dt>0D0ufef2 :g'
0
Correction d’exercice supplémontaire 1
+oo 1 p
i Ona, [, = | ————dx ——. Donc, l'intégrale [ i et seul tsidn > 1, cest
B ona g, of @) F 1% onc, I'intégrale I, converge si et seulement si c’es

adiren > 1.
En utilisant la factorisation, on trouve donc,

BHl=(x+1)(x>—x+1).

1
Alors, la fraction rationnelle T se décompose en éléments simples sous la forme

1 1>< 1 +1>< —x+2
¥B+1 3 x+1 37 x2—x+1
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ce qui s’écrit encore

1 1 1 1 2x —1 1 1

= - x — X = N —
¥B+1 3 x+1 6 xz—x+1+3 x2—x+1

Pour x > 0, on obtient alors comme primitive,

/ ! dx = 1ln(x+1)—éln(xz—x—kl)—|—Larctan<2x_1>

3 +1 3 V3 V3
1 x+1 1 2x —1
= -In{————) + —=arctan (——— ).
3 <\/xz—x—i—l> V3 ( V3 )
Alors,
o 1 F+1 1 2t —14]"
———dx = i —In(————) + —=arct —
O/x3_|_1 X x—1>r—ir-100 [3 n(,/tZ_t+1>+\/§arcan( \/§ ) 0
1 1 . 1 x+1 1 2x —1
= ——arctan ( — 1 ~In(————) + —=arct
3arca“( 3>+xiri‘oo 3“(m>+\@arca“< /3 )]
1 /jm = 27tV/3
~ L (Za - V3
3\2 6 9
Car, lim arctan(u) = T et arctan <L> = Dot la convergence de Iintégrale impropre
" U— o0 27 3/ 6 & & Prop
R | p
bfx3+1 X.

Sin > 1, 'intégrale I, est convergente, et on peut intégrer par parties. On trouve

X —+00 3 —+o00 3
L= lm | +/3n—xdx—/3n—xdx
T xSt | (B 1)1 ) (X3 1)t J (x3 + D)t
Mais,
+00 3 too 4 +00
3nx dx — x°+1 J 1 Jr— T ]
/ RS / (1) / (3 1 1y T T
0 0 0
Donc,

I, = 3”(111 - n—l—l)/

d’ou 'on déduit
3n—1

Par conséquent, on obtient,

3n—43n-7 2 3n—43n-7 22m1V/3

[, = =077 2 — =
" 31 -33n—-6"3' 3mM-33n—-6"3 9
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Correction d’exercice supplémontaire 2

Comme f décroissante sur [a, +oco], alors pour tout t € [x,2x] C [a,+0c0[, ona

ft) = f(2%).

Donc,

2x 2x 2x

/ F(Hdt > / F2x)dt = f(2x) / dt = xf(2x) (5.2)

X X X
On remplacer dans I'inégalité (5.2), x par g si x > 2a, on a donc,

X
0< xf(x) < Z/f(t)dt.
2

Comme l'intégrale converge, il existe, d’apres le critére de Cauchy, un nombre A, tel que les inégalités

A < u < vimpliquent

< £
>

/U F(b)dt

Alorssix > 2A,ona A < = < x, et

N R

0< xf(x) < Z/f(t)dt <e

On en déduit que xl—lgloo xf(x)=0.

La fonction f définie sur I'intervalle |2, 400 par f(x) = .et comme lim xf(x) = 0.On

xInx x—+400
vérifie facilement qu’elle est décroissante. Par contre 'intégrale de f diverge, puisque,
—+o00 X X
1 . 1 .
/ dx = 1lim [ ——dt= lim |In(Int)
xInx x—+oo ) tlnt X—r+00 )
2

= —In(In2)+ lim In(lnx) = +oo.
X—>+00

—+o00
D’ou la convergence de I'intégrale impropre [

5 xlnx

dx, c’est a dire 'inverse de I'implication est

fausse.
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Correction d’exercice supplémontaire 3

Si x au voisinage de 0, on a
sin(xt) ¥ xt.

. sin(xt . o o .
Donc thm ( )e_t = 0, et donc la fonction se prolonge par continuité en 0. Ainssi la fonction
—r+00
sin(xt
Le_t est continue sur [O, +oo[ etonapourt > 1,
sin(xt
(1), o <yt
t
g S s . T®sin(xt) _,
| e~'dt est convergente, alors d’aprés le critére de comparaison | ———=e~‘dt est convergente.
1 1
sin(xt) af

Posons, pour x € Rett >0, f(x,t) = e~ t. Alors, == est définie sur R x]0, +oo] et

ox
% F(x,£) = cos(xt)e".

C’est donc une fonction continue sur R x]0, +o0[. De plus, pour tout x € R et tout ¢ €]0, +00],

< et

2 f(x,1)

+o00
f e~ tdt est convergente. On en déduit, par le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres,
1

que F est de classe C! sur R et
—+o0

F(x) = / cos(xt)etdt.
1

On peut calculer cette derniére intégrale en écrivant cos(xt) comme Re(e'*!), on a donc,

— +oo
Pl = el | e(ix_l)tdx]
0
1 1
= Re 1—ix] 14 x?

Par intégrant de F’ entre 0 et x, on trouve que

/xF'(t)dt = [F(t)]z = arctan(x) — arctan(0).
0

Donc,
F(x) = arctan(x).
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Correction d’exercice supplémontaire 4

1 Lo
Pour tout t > O et x € R, posons f(,x) = T D) 11 est immédiat que I'intégrale [ mdt
0

+o0 +oo
converge six < 1 et f mdt converge si x > (. Donc, I'intégrale f f(t, x)dt converge si
1 0

et seulement si x €]0, 1[. Alors, 'insemble de définition de F est |0, 1].

—+o00
R +f°o Lgr— ! 1
emarquons que ) et = _1>rJrr1oo poyea) =3

1
et par changement de variable f = —, on trouve
u

—+o00

1
1 u* t*
1/tx+1(t—|—1) / P / t+1

Donc, on obtient,

+

(] —+o00

1 1
5 (t+ 1)dt a / o
1

F(x)—% _

—+00 —+00
1 1 1
———dt /—dt— / ——dt
P (t+1) +1 t(t+1) : pr+l

—+o0
1 1
——dt — / ——dt
(t+1) / (4 1)

O\H o\_ o\._\ o\

1
1 £
—dt—/ dt
EE+1) )+l

—

On conclut que pour tout x €]0,1

7

1
OSF(x)—ié/;dtg/tlxdt: !
0

1
Alors, lim xF(x) = 1, c’est a dire F(x) v

x—=0
>
) 1
Le changement de variable f = _, nous montre que F(x) = F(1—x) pour x €]0,1]. Alors le graphe
1
de f est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 5
n 1
Posons F,(x) = {mdt, pour tout n € N* et x €]0,1].

1
Il est immédiat que (t, x) — est continue sur | L [%]0,1[. Alors, pour n € IN* la fonction

_ 1
F(t+1)
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1
F,, est continue sur |0, 1[. D’autre part, soit ¢ €]0, 5 [. Pour tout x € [¢,1 — €], nous avons

—+o00

E(x) — Fy(x) = /tx(t+1) n/ﬁdt
< O/tlxdt+n/tx+l

1 1 11 2
1—xnl=x  xn*

o

<

Il en résulte que la suite F, converge uniformément vers F sur [¢,1 — €] la fonction F est alors

1
continue sur [¢, 1 — €] pour tout € €]0, 5 [. On conclut que F est continue sur |0, 1].

Remarquons que

/ 1) a o d
_ xu (1—=x)u u
0/( >t+1 /(e +e >1+eu'

0

1
Par une étude simple montre que la fonction x — e 4 e(1=%)% est décroissante sur |0, 5 [ pour tout
1
u > 0. Alors F est décroissante sur |0, 5 [, et en utilisant la symérrie de F et ¢ca d’aprés question (3).

—,1[. On conclut que

Danc, la fonction F est croissante sur ] >

nf F(x) = F(%) - .

Correction d’exercice supplémontaire 5

Pour tout x € IR, on définit la fonction

¢x:]0,+0] — R
In(x? + #2)

tom el = 1412

Elle est continue, donc localement intégrable. Si x # 0, alors %in% @x(t) = In(x?), par contre si
—
>

x = 0 alors au voisinage de 0 nous avons ¢x(t) N 21In(t). D’autre part, au voisinage de +oo et

21n(t)
q)x(t) fgo 12

. Cette étude aux bornes donne 'existence de I'intégrale,

1412

—+o0
Fx) = | In(x*+£) ),
0
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F est évidemment paire.
Introduisons la suite de fonctions

F,:]0,40] — R

n

X o Fn(x):/
0

In(x? + #2)

1+ 2 at,

et

hy @ [0,n]x]0,+c0] — R
In(x? + %)

14 2 at.

(t,x) +—  hy(tx)=

Il est immédiat que

%(t x) = 2x
ox 7 (2 41)(x2+t2)

oh
donc, Iy, et a—n sont continue sur [0, 1] x]0, 400, ce qui prouve que F;, est de classe C! sur ]0 + oo,
avec X
2x

Fa(x) = 0/ EryEset

Introduisons I'intégrale convergente g(x) = 700 2
& g = L @+ a)

dt. 1l est immédiat que

—+o00
2x

8(x) = Falx) = / CES R

n

d’ot, en utilisant 2xt < x% + t2,

T a1
8(%) = Fy(¥) < t2+1) — ) B 22
n n

Ceci démontre que la suite (F},),>1 converge uniformément sur |0 + oo[ vers ¢ et que F est de classe

C! sur]0 + o[ avec F' = g.

Pour x # 1, nous avons

2x . 2x 1
(2+1)(x24+12) x2—1\£2+1 x24£2)

d’ou,

Dr: D. Bouafia

Université de M’sila



La continuité de F/ en 1 nous permet d’écrire, pour tout x > 0,

F(x) = P F(x) =mln(x+1)+¢,
avec ¢ une constante.
. +oo ln(tZ)
Nous avons vu I'existence de F(0) = [ 11 dt. Alors, pour tout x > 0, on a
0

(o]

In(x? + t?) — In(#?)

+
0< F(x)— F(0) = / L dt
0
1 +oo 2
:/mW+ﬂ—Mﬂd+/W“ﬁht
1+t 1+
0 1
/ T
< 2 2\ (2 2/
< /(ln(x +t°) — In(¢ ))dt—l—x 20+ 1)
0 1
1
x2
< 3 —2+/ln(x2-|-t2)dt.
0

Une intégration par parties démontre que

1
/hn(x2 + £2)dt = In(x? + 1) — 2 + 2x arctan (%),
0

donc,
x2 2 1 4 2
Vx>0: 0<F(x)—F(0) < ) + In(x“ + 1) + 2x arctan (;) < rtx + 3
Il en résulte que lim lirrb F(x) = F(0) et F est continue sur R, (a cause de la parité de F). Enfin, le
X—r
>

1
changement de variable t = m dans F(0) nous montre que

+oo +oo
Hm:z/IMQw:—/”M”mFL4my
0 0

Par conséquent lin}) F(x) = F(0) = 0. Ceci démontre que ¢ = 0 et que F(x) = mIn(x + 1), pour
X—r

>
tout x > 0, puis F(x) = mIn(|x| + 1), pour tout x € R.
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