2°M année Licence Mathématique Matiere : Analyse 4
Extremums

5.1 Extremums libres.
Soit
f:DcR*"—R
x — f(x),
Eta € D.

Définition. 5.1.
1. Ondit que f admet un maximum global sur D en asi

Vx € D: f(x) < f(a).
2. Ondit que f admet un minimum global sur D en a si

Vx € D: f(x) = f(a).

3. Ondit que f admet un Extremum global en a si f admet un maximum global ou bien un minimum global.

Exemple. 5.1.

1. f(x,y) = x?+ y2.
2 F09) = e
3. floy) =Va+.y.
4. f(x,y) = xy.
Définition. 5.2.

1. On dit que f admet un maximum local sur D en point a € D, il existe une boule ouverte B(a,r) < D telle
que
Vx € B(a,1): f(x) < f(a).
2. On dit que f admet un minimum local sur D en pointa € D, ’il existe une boule ouverte B(a,r) € D
telle que
Vx € B(a,r): f(x) = f(a).

3. Ondit que f admet un Extremum Local en a si f admet un maximum Local ou bien un minimum Local.

5.2 Points critique.

Définition. 5.3.
Soit f:D c R™ — R est application. On dit que f admet un en a € D un point critique si f est différentiable
en a et

Df(a) = 0.

Remarque.




Exemple. 5.2. Déterminer les points critique des applications suivantes :
1. flx,y) =x%+y%—xy.

2. f(x,y) =x3+y3—3xy.

3. flx,y) =x%+y3—3y.

4. f(x,y) =x3+y3—3x—3y.

Solution.

1 flx,y) =x% +y% —xy.

Calculer V£ (x,y). On a,

Vi(x,y) = (2x —y, 2y — x).

Alors,

Vflx,y) =0= (2x —y,2y —x) = (0,0)

{2x—y=0:{2x=y

2y —x=0 2y=x:x=y=0'

Donc la fonction f posséde un point critique (0,0) .
2. f(x,y) =x3+y3 —3xy.

Calculer Vf(x,y). On a,

Vi(x,y) = (3x% — 3y,3y% — 3x).

Alors,

Vi(x,y) = 0= (3x% — 3y,3y% — 3x) = (0,0)

{sz —-3y=0 {xz =y (D
3y2—-3x =0 y2i=x (2)

De (1),0ona
y=x!=y2=x% (3)
En remplagant (3) dans (2), on trouve

, . 4 3 _ x=0
yi=x=>Sx"=x=x x = x(x 1)—0:>{x3_1=o:>{x3=1

Enfin, de (1), on a

{x=0 =y=0
x=1=y=1"

Donc la fonction f posséde deux points critiques (0,0) et (1,1).
3. f(x,y) =x%2+y3—3y.

Calculer Vf(x,y). On a,

Vi(x,y) = (2x,3y% — 3).

Alors,

Vi(x,y) = 0= (2x,3y% —3) = (0,0)

2x =0 x=0 (1
=>{3y2—3=0=>{y2=1 2)




De (2),0na
yi=1=@=-DVviy=1. @)
Enfin, de (1) et (3),0n a

{x=0 =y=-1
x=0=>=>y=1

Donc la fonction f posséde deux points critiques (0,-1) et (0,1).

Donc la fonction f posséde deux points critiques (0,0) et (1,1).
4. f(x,y) =x3+y3—3x—3y.

Calculer Vf(x,y). On a,

Vi(x,y) = (3x% — 3,3y% — 3).

Alors,

Vi(x,y) = 0= (3x% —3,3y%2 —3) = (0,0)

{3x2—3=0 {x2—1=0 {xzzl
= = =17,

3y2-3=0 y2—1=0 y2=1
x=-1DVvix=1) (D

:{ \
y=-Dvy=1 (2)

Enfin, de (1) et (2),0n a

{x=0 =y=-1
x=0=>=>y=1

Donc la fonction f posséde 4 points critiques (-1,-1), (-1,1), (1, -1) et (1,1).

4. f(x,y,z) =x*—x +2y* —y—z3%

Calculer Vf(x,y). On a,

Vi(x,y,z) = (2x — 1,4y — 3,3z2).

Alors,

Vi(x,y,z) = 0= (2x — 1,4y — 1,3z%) = (0,0,0)

(

2x—1=0 2x =1 [ x
=>{4y—1=0:>{4y=1 :>4

322 =0 322 =0 ly

Z

OB RN -

Donc la fonction f posséde un point critique (%, i, 0).




Cas des fonctions de deux variables
Théoréme 5.1.
Soit D un ouvert de R?, f: D — R est fonction de classe C? et a € D un point critique de f. Alors, avec les

notations

_ o

r=
dx2

_ % _ of — o2 _
(a), t= 372 (a), s= 3%0y (a) et A= s? —rt.

e SiA<Oetr >0, f admeten a un minimum local.

e SiA<Oetr <0, fadmeten a un maximum local.

e SiA>O0etr >0, f n’admet en a un ni minimum ni maximum local, mais un point selle.
e Si A= 0, on ne peut conclure.

Résume. En résumé, si a est un oint critique de f, sa nature est déterminée par le tableaux suivant :

A= s? —rt r Nature du point a
— + minimum local
— — maximum local
+ point-selle
0 on ne peut pas conclure

Exemple 5.1. On considere ’application f définie par :
f:R* > R
(x,y) — x2+2xy+y—y53.

1. Déterminer les points critiques de 1’application f.
2. Donner leur nature (extremum local, point selle).
3. Montrer que le minimum local obtenu n’est pas un minimum global pour f.
Solution.
L application f est de classe C2(et méme de classe C*) peut donc appliquer la méthode des dérivées
premicres et secondes pour I’étude des extrema locaux.

1. Les points critiques sont les points qui rendent nul le gradient. On a
Vi(x,y) = (Z—i,g—i) = (2x + 2y, —3y? +2x + 1).

Alors,

Vi(x,y) =(0,0) & (2x + 2y,—3y? + 2x + 1) = (0,0)

{2x+2y=0 (:){xz—y (D
—3y2+2x+1=0 —3y24+2x+1=0 )

En remplacant (1) dans (2), on trouve

—3y2—2y+1=0:><y=%)V(y=—1). 3)

Enfin, de (1) et (3),0n a

-1 ,,-_1
{y_3 X = 3 .
y=—1l=x=1

Donc la fonction f posséde 2 points critiques (—gi) et (1,-1).




2. Pour étudier la nature des points critiques, on calcule les dérivées secondes. On a
d%f B 0%f B d%f B

=2, , =2
dx? dy? y d0xdy

Donc pour le point (—ég) ona

%fr 11 %fr 11 0%f 11
r=5a(-33) =% t—a—yz(‘g'g)—‘z' s (~33)=2
Alors,
A= s?—rt=4-(2x(-2))=8>0.

. 11 N . f .. . .
Donc, le point donc (—5,5) correspond a un point selle ((ni minimum local ni maximum local).

Pour le point (1,—1) on a

0% f 0%f 92 f
—@(1»_1)—2. t—a—yz(l,—l)—6, S—axay

Alors,

r (1,-1) =2

A= s?2—rt=4—-(2x6)=-8<0etcommer > 0.

Donc, on conclut que le point (1, —1) est un minimum local pour f et ce minimum est f(1, —1) = —3

Exemple 5.1. On considere ’application f définie par :

f:R* - R
(x,y) — x2+2xy+y—y3.
1. Déterminer les points critiques de 1’application f.
2. Donner leur nature (extremum local, point selle).
3. Montrer que le minimum local obtenu n’est pas un minimum global pour f.
Solution.

L application f est de classe C2(et méme de classe C*) peut donc appliquer la méthode des dérivées
premicres et secondes pour I’étude des extrema locaux.

1. Les points critiques sont les points qui rendent nul le gradient. On a
Vi(x,y) = (Z—i,g—f}) = (2x + 2y, —3y? + 2x + 1).

Alors,

Vi(x,y) = (0,0) & (2x + 2y,—3y? + 2x + 1) = (0,0)

@{2x+2y=0 (:){xz—y (D
—3y?+2x+1=0 —3y%24+2x+1=0 2)

En remplacant (1) dans (2), on trouve

—3y2—2y+1=0:><y=%)v(y=—1). 3)

Enfin, de (1) et (3),0n a




-1 5,=_1
{y_3 X = 3
y=—1=>x=1

Donc la fonction f posséde 2 points critiques (—%i) et (1, -1).

2. Pour étudier la nature des points critiques, on calcule les dérivées secondes. On a
02 02 02
’f ., O _ f_,

axz 7 0y? Y dxdy

Donc pour le point (—ig) ona
%fr 11 0%fr 11 0% f 11
r=50(-33)=2 t-a—yz(" 3)="2 s (~33)=2

Alors,
A= s?—rt=4—-(2x(-2))=8>0.

. 11 N . f .. . .
Donc, le point donc (—5,5) correspond a un point selle ((ni minimum local ni maximum local).

Pour le point (1,—1) on a

0%f 0% f 0% f
=—(1,-1)=2 =—(1,-1) = = 1,-1)=2
Alors,

A= s> —rt=4—-(2%x6)=-8<0etcommer > 0.

Donc, on conclut que le point (1, —1) est un minimum local pour f et ce minimum est f(1,—1) = =3

Exemple 5.2. On considére I’application f définie par :

fiR* > R
(x,y) — 4x2? 4+ 2xy + y2.

1. Déterminer les points critiques de 1’application f.
2. Donner leur nature (extremum local, point selle).
3. Montrer que le minimum local obtenu est en fait un minimum global pour f.
Solution.
L application f est de classe C?(et méme de classe C*) peut donc appliquer la méthode des dérivées
premieres et secondes pour 1’étude des extrema locaux.

1. Les points critiques sont les points qui rendent nul le gradient. On a
Vf(x,y) = (g—i,g—f}) = (8x + 2y, 2x + 2y).

Alors,

Vf(x,y) =(0,0) & (8x + 2y,2x + 2y) = (0,0)

{8x+2y=0 {4x+y=0 (:){x=0
2x+2y =0 x+y=0 y=0

Donc la fonction f posséde un point critique (0, 0).




2. Pour étudier la nature de point critique, on calcule les dérivées secondes. On a

92 92 92
_f — 8’ _f — 2, f — 2
d0x? dy? d0xdy
Donc pour le point (0, 0) on a
62f azf aZf
r=5200=8 t—a—yz(0,0)—z, s_axay(o,o)_z_
Alors,

A= s> —rt=4—-(2%x8)=-12< 0 etcommer > 0.
Donc, on conclut que le point (0,0) est un minimum local pour f gt ce minimum est £(0,0) = 0.
3. On remarque que f(x,y) = (x + y)? + 3x2. Donc, on aura
v(x,y) € R?: f(x,y) =0 = £(0,0).
On en déduit que (0,0) est le minimum global de f.

Exemple 5.2. On considere ’application f définie par :

f(x,y) = x(In(x))? + y2.

Préciser le domaine de définition de f.

Déterminer les points critiques de 1’application f.

Donner leur nature (extremum local, point selle).

Montrer que le minimum local obtenu est en fait un minimum global pour f.
f admet-elle un maximum global ?

S A

Solution.

1. Domaine de définition

Dr = {(x,y) € R%x > 0}.

2. Les points critiques sont les points qui rendent nul le gradient. L’application f est de classe C* sur son
domaine et admet pour dérivées partielles

Vf(,y) = (Z£.2) = (n@))? + 210, 2).
Alors,
Vf () = (0,0) & ((In(®)? +2In(x), 2y) = (0,0)

(In(x))? + 2In(x) =0 In(x) (In(x) +2) =0 (D
‘:’{ 2y=0‘:’{ y=0 Q)

De (2),0na

\'% = \%
In(x)+2=0 In(x) = -2

In(x) =0 In(x) =0 x=1
{ L

Donc la fonction f posséde 2 point critique (1, 0) et (e~2, 0).




3. Pour étudier la nature de point critique, on calcule les dérivées secondes. On a

f 2+ 0
ax? x *o9yz " axdy

Donc pour le point (1, 0) on a

—aszO—Z t—azflo—z —azf 1,0)=0
r‘axz(’)_’ ‘ayz(’)‘ ’ S_axay(')_ '
Alors,

A= s?—1t=0—-(2%x2)=—-4<0 etcommer > 0.
Donc, on conclut que le point (1,0) est un minimum local pour f gt ce minimum est £(1,0) = 0.
Pour le point (e72,0) on a
_%f
dx?
Alors,
A= s?2 —rt=0—(—2e?x2) =4e?>0.

_9f
5= dxdy

%f

r e 2,0)=—2e? t= a—yz(e‘z,O) =2,

(e72,0) = 0.

Donc, on conclut que le point (e~2,0) est un point selle pour f.
4. On remarque que

V(x,y) € Dy: f(x,y) = 0 = f(1,0).
On en déeduit que (1,0) est le minimum global de f.

5. On remarque que Dy est ouvert et comme f n’admet pas un maximum local. Alors, f n’admet pas de
maximum global. On peut aussi voir que f n’est pas majorée, car :

Jim_ £(6,0) = lim (x(in(x)?) = +eo




