
2ème année Licence Mathématique                                                           Matière :  Analyse 4  

Intégrale Double 

Rectangle 

Soit 𝑓 une fonction continue sur un rectangle 𝐷 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] de ℝ𝟐  dont les côtés sont parallèles aux axes 

de coordonnées 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}. 

Alors, 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥𝑑𝑦.
𝑑

𝑐

 

7.1. Propriétés des intégrales doubles 

1. Soient 𝑓, 𝑔 deux fonction continue sur D, on a 

∬ (𝛼𝑓 + 𝛽𝑔)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝛼 ∬ 𝑓
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝛽 ∬ 𝑔
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦. 

2. Si D1 et D2 deux rectangles tels que D1 ∩ D2 = ∅, alors  

∬ 𝑓
D1∪D2

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬ 𝑓
D1

𝑑𝑥𝑑𝑦 + ∬ 𝑓
D2

𝑑𝑥𝑑𝑦. 

3. Si 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 sur 𝐷 (𝑓 ≠ 0) alors 

∬ 𝑓
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 > 0. 

4. Si 𝑓 ≤ 𝑔 ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, alors 

∬ 𝑓
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ ∬ 𝑔
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦. 

5.  

⌈∬ 𝑓
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦⌉ ≤ ∬ ⌈𝑓⌉
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦. 

Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués 

 1. ∬ (1 + 𝑥 − 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,        D = [−1,1] × [−1,0].   

  2. ∬ (2𝑥 + 𝑦2)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,           D = [0,1] × [0,1].   

  3. ∬ cos(𝑥 + 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,        D = [0,
𝜋

2
] × [0, 𝜋].   

  4. ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
𝐷

,        D = [0,1] × [1,2].   

Solution 

1.    ∬ (1 + 𝑥 − 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ (1 + 𝑥 − 𝑦)
1

−1

𝑑𝑥𝑑𝑦
0

−1

= ∫ [𝑥 +
1

2
𝑥2 − 𝑦𝑥]

−1

1

𝑑𝑦
0

−1

 

                                                = ∫ [(1 +
1

2
− 𝑦) − (−1 +

1

2
+ 𝑦)] 𝑑𝑦

0

−1

 

                                               = ∫ (2 − 2𝑦)𝑑𝑦
0

−1

= [2𝑦 − 𝑦2]−1
0 = 3. 



2.    ∬ (2𝑥 + 𝑦2)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ (2𝑥 + 𝑦2)
1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦
1

0

= ∫ [𝑥2 + 𝑦2𝑥]0
1𝑑𝑦

1

0

 

                                        = ∫ [(1 + 𝑦2) − (0)]𝑑𝑦
1

0

= ∫ (1 + 𝑦2)𝑑𝑦
1

0

= [𝑦 +
1

3
𝑦3]

0

1

=
4

3
. 

 

3.    ∬ cos(𝑥 + 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ cos(𝑥 + 𝑦)

𝜋
2

0

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜋

0

= ∫ [sin(𝑥 + 𝑦)]
0

𝜋
2𝑑𝑦

𝜋

0

 

                                                = ∫ [sin (
𝜋

2
+ 𝑦) − sin(𝑦)] 𝑑𝑦

𝜋

0

= [−cos (
𝜋

2
+ 𝑦) + cos(𝑦)]

0

𝜋

 

                                                 = (−cos (
3𝜋

2
) + cos(𝜋)) − (−cos (

𝜋

2
) + cos(0)) = −2. 

 

4.    ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
𝐷

= ∫ ∫
𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥 + 𝑦)2

1

0

2

1

= ∫ [−
1

𝑥 + 𝑦
]

0

1

𝑑𝑦
2

1

 

                                                = ∫ [−
1

𝑦 + 1
+

1

𝑦
] 𝑑𝑦

2

1

= [−ln(𝑦 + 1) + ln(𝑦)]1
2 

                                                 = (−ln(3) + ln(2)) − (−ln(2) + ln(1)) = 2 ln(2) − ln(3). 
 

Théorème (Fubini) 

Soit 𝑓 une fonction intégrable sur 𝐷. Alors 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥) 𝑑𝑦.
𝑑

𝑐

 

De plus si 𝑓(𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑥)𝑔(𝑦) alors 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = (∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) (∫ 𝑔(𝑦)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦) = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥) 𝑑𝑦.
𝑑

𝑐

 

Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués 

  1. ∬ 𝑒𝑥+𝑦

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,        D = [0,1] × [0,2].   

  2. ∬ (𝑥3𝑦 + 𝑥𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,           D = [0,1] × [0,1].   

  3. ∬ sin(𝑥 + 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,        D = [0,
𝜋

2
] × [0, 𝜋].   

  4. ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + 𝑥)(1 + 𝑦)𝐷

,           D = [0,1] × [0,1] 

Solution 

1.    ∬ 𝑒𝑥+𝑦

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ 𝑒𝑥𝑒𝑦
1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦
2

0

= (∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0

) (∫ 𝑒𝑦𝑑𝑦
2

0

) 

                                                = [𝑒𝑥]0
1[𝑒𝑦]0

2 = (𝑒 − 1)(𝑒2 − 1). 

2.    ∬ (𝑥3𝑦 + 𝑥𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ (𝑥3 + 𝑥)𝑦
1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦
1

0

= (∫ (𝑥3 + 𝑥)𝑑𝑥
1

0

) (∫ 𝑦𝑑𝑦
1

0

) 

                                                = [
1

4
𝑥4 +

1

2
𝑥2]

0

1

[
1

2
𝑦2]

0

1

= (
3

4
) (

1

2
) =

3

8
. 

 

4.    ∬ (𝑥3𝑦 + 𝑥𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫
𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + 𝑥)(1 + 𝑦)

1

0

1

0

= (∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥

1

0

) (∫
𝑑𝑥

1 + 𝑦

1

0

) 

                                                = [ln(𝑥 + 1)]0
1[ln(𝑦 + 1)]0

1 = (ln(2) − ln(1))(ln(2) − ln(1)) = (ln(2))2. 
 

 



Théorème. 2. 

Soit 𝑓 une fonction continue sur un domaine 𝐷 de ℝ𝟐. On suppose que ce domaine 𝐷 définie par  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2(𝑥)}. 

Alors 𝑓est intégrable sur 𝐷 et on a 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝜑2(𝑥)

𝜑1(𝑥)

𝑑𝑦) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

Théorème. 2. 

Soit 𝑓 une fonction continue sur un domaine 𝐷 de ℝ𝟐. On suppose que ce domaine 𝐷 définie par  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝜗1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜗2(𝑦)}. 

Alors 𝑓est intégrable sur 𝐷 et on a 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝜗2(𝑦)

𝜗1(𝑦)

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

 

 

Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués 

  1. ∬ (𝑥 + 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 2𝑥}.   

  2. ∬ 𝑥 cos(𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,           D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 < 𝑥 < 1,  𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥}.   

  3. ∬ (𝑥𝑦 + 𝑦3)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,           D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑦 ≤ 4,
𝑦

2
≤ 𝑥 ≤ √𝑦}.   

 

Solution 

1.    ∬ (𝑥 + 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ (∫ (𝑥 + 𝑦)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑦) 𝑑𝑥
1

0

= ∫ [𝑥𝑦 +
1

2
𝑦2]

𝑥

2𝑥

𝑑𝑥
1

0

 

                                                = ∫ [(2𝑥2 + 2𝑥2) − (𝑥2 +
1

2
𝑥2)]

𝑥

2𝑥

𝑑𝑥
1

0

 

=   
5

2
  ∫ 𝑥2𝑑𝑥

1

0

=   
5

2
  [

1

3
𝑥3]

0

1

=   
5

6
 .                                         

2.    ∬ 𝑥 cos(𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ 𝑥 (∫ cos(𝑦)
𝑥

𝑥2
𝑑𝑦) 𝑑𝑥

1

0

= ∫ [sin(𝑦)]
𝑥2
𝑥 𝑑𝑥

1

0

 

                                           = ∫ 𝑥 sin(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

− ∫ 𝑥 sin(𝑥2) 𝑑𝑥
1

0

     

∫ 𝑥 sin(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

= [−𝑥 cos(𝑥)]0
1 + ∫ cos(𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= −cos(1) + [sin(𝑥)]0
1 = −cos(1) + sin(1) 

− ∫ 𝑥 sin(𝑥2) 𝑑𝑥
1

0

= [
1

2
cos(𝑥2)]

0

1

=
cos(1) − 1

2
 

Donc, 

∬ 𝑥 cos(𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = sin(1) −
cos(1) + 1

2
 

 

 

 



TD 

 

 

Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués  

 1. ∬ (𝑥 − 3𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

,        D = [0,2] × [1,2].   

  2. ∬
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

,        D = [0,1] × [0,2].   

  3. ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + 𝑥)(1 + 𝑦)𝐷

,           D = [0,1] × [0,1].   

  4. ∬
𝑥 sin(𝑦)

1 + 𝑥2
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,        D = [0,1] × [0, 𝜋].   

  5. ∬ (16 − 𝑥2 − 2𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

,        D = [0,2] × [0,2].   

 

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués 

 

  1. ∫ ∫ 𝑦𝑒𝑥𝑦

1
𝑦

0

𝑑𝑥𝑑𝑦
2

1

= ∫ (∫ 𝑦𝑒𝑥𝑦

1
𝑦

0

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
2

1

.   

  2. ∫ ∫ 2𝑦
𝑦+1

𝑦−1

𝑑𝑥𝑑𝑦
2

1

= ∫ (∫ 2𝑦
𝑦+1

𝑦−1

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
2

1

.   

  3. . ∫ ∫
1

(𝑥 + 𝑦)2

1−𝑥

0

𝑑𝑦𝑑𝑥
1

0

= ∫ (∫
𝑑𝑦

(𝑥 + 𝑦)2

1−𝑥

0

) 𝑑𝑥
2

1

 

 

 

 

Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués  

1. ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

,   

  2. ∬ 𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

,  

Où  

         𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 , 𝑥 + 𝑦 ≤ 1}. 

  3. ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
𝐷

,  

Où  

         𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 ,1 ≤  𝑥 + 𝑦 ≤ 2}. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Changement de variable dans une intégrale double 

Théorème 

Soit 

      I = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦. 

On suppose que par le changement de variables 

{

𝑥 = 𝜙(𝑢, 𝑣)

𝑦 = 𝜓(𝑢, 𝑣)
      (𝑢, 𝑣) ∈ ∆,      𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶1    . 

D est en bijection avec ∆, c’est à dire que l’on a l’équivalence 

(𝑥 = 𝜋(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝜗(𝑢, 𝑣)) ∈ 𝐷 ⇔ (𝜇, 𝜗) ∈ ∆. 

Alors, 

I = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬ 𝑓(𝑎(𝑢, 𝑣), 𝑏(𝑢, 𝑣))
𝐷

|𝐽(𝑢, 𝑣)|𝑑𝑢𝑑𝜗. 

Où 

 |𝐽(𝑢, 𝑣)| = |
𝐷(𝑥,𝑦)

𝐷(𝑢,𝑣)
| = |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

|. 

Passage aux coordonnées polaires 

Le changement de variables en coordonnées polaires correspond à poser 

{

𝑥 = 𝑟 cos(𝜃)

𝑦 = 𝑟 sin(𝜃)
       . 

Donc 

|𝐽(𝑟, 𝜃)| = |(𝑟, 𝜃)| = |

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜃

| = |
cos(𝜃) −𝑟 sin(𝜃) 

𝑟 sin(𝜃) 𝑟 cos(𝜃)
| = 𝑟 cos2(𝜃) + 𝑟 sin2(𝜃) = 𝑟. 

Alors, 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃))
∆

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃. 

 

Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués 

    1. ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2 + 𝑦2 + 1𝐷

,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: , 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}.   

    2. ∬ 𝑒−(𝑥2+𝑦2)

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,           D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}.   

    3. ∬ cos (√𝑥2 + 𝑦2)
𝐷

,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: , 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}.   

 

 

 

 

 

 

 



Solution  

 

 

 

 

 

1.  𝐼1 = ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2 + 𝑦2 + 1𝐷

,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: , 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}.   

En posant 

{

𝑥 = 𝑟 cos(𝜃)
𝑦 = 𝑟 sin(𝜃)

𝑟 > 0 , 𝜃 ∈ [0,2𝜋]
       . 

Alors, 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥2 + 𝑦2 + 1
⟺ 𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃)) =

1

𝑟2 + 1
. 

Et  

                   𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 ≤ 1 ⟺ 0 < 𝑟 ≤ 1. 

D’où, 

∆= {(𝑟, 𝜃) ∈ ℝ2: ,0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 0 <  𝑟 ≤ 1} 

 

Donc, 

𝐼1 = ∬
𝑟

𝑟2 + 1
𝑑𝑟𝑑𝜃

∆

= ∫ ∫
𝑟

𝑟2 + 1

2𝜋

0

𝑑𝜃𝑑𝑟
1

0

= (∫
𝑟

𝑟2 + 1
𝑑𝑟

1

0

) (∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

) 

= [
1

2
ln(𝑟2 + 1)]

0

1

[𝜃]0
2𝜋 = 𝜋 ln(2).                                        

 

    2.   𝐼2 = ∬ 𝑒−(𝑥2+𝑦2)

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,           D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}.   

En posant 

{

𝑥 = 𝑟 cos(𝜃)
𝑦 = 𝑟 sin(𝜃)

𝑟 > 0 , 𝜃 ∈ [0,2𝜋]
       . 

Alors, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒−(𝑥2+𝑦2) ⟺ 𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃)) = 𝑒−𝑟2
. 

Et  

                   𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 ≤ 4 ⟺ 0 < 𝑟 ≤ 2. 

D’où, 

∆= {(𝑟, 𝜃) ∈ ℝ2: ,0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 0 <  𝑟 ≤ 2} 

Donc, 

𝐼2 = ∬𝑟𝑒−𝑟2
𝑑𝑟𝑑𝜃

∆

= ∫ ∫ 𝑟𝑒−𝑟2
2𝜋

0

𝑑𝜃𝑑𝑟
2

0

= (∫ 𝑟𝑒−𝑟2
𝑑𝑟

1

0

) (∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

) = 

= [−
1

2
𝑒−𝑟2

]
0

2

[𝜃]0
2𝜋 = (−

1

2
𝑒−4 +

1

2
) 2𝜋 = (1 − 𝑒−4)𝜋.     

 

 

 

 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃))
∆

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃. 

 



3.  𝐼3 = ∬ cos (√𝑥2 + 𝑦2)
𝐷

,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: , 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}.   

En posant 

{
𝑥 = 𝑟 cos(𝜃)
𝑦 = 𝑟 sin(𝜃)

      𝑟 > 0 . 

Alors, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = cos (√𝑥2 + 𝑦2) ⟺ 𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃)) = cos(𝑟). 

Pour 𝑟 et 𝜃. 

Comme 𝑥 ≥ 0 et 𝑦 ≥ 0, alors 𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
] 

Et 

  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 ≤ 1 ⟺ 0 < 𝑟 ≤ 1. 

D’où, 

∆= {(𝑟, 𝜃) ∈ ℝ2: ,0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
, 0 <  𝑟 ≤ 1} 

Donc, 

𝐼3 = ∬𝑟 cos(𝑟)
∆

𝑑𝑟𝑑𝜃 = ∫ ∫ 𝑟 cos(𝑟)

𝜋
2

0

𝑑𝜃𝑑𝑟
1

0

= (∫ 𝑟 cos(𝑟) 𝑑𝑟
1

0

) (∫ 𝑑𝜃

𝜋
2

0

) = 

= [−
1

2
𝑒−𝑟2

]
0

2

[𝜃]0
2𝜋 = (−

1

2
𝑒−4 +

1

2
) 2𝜋 = (1 − 𝑒−4)𝜋.     

 

4.  𝐼4 = ∬ √𝑥2 + 𝑦2

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: , 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 ≤ 0}.   

En posant 

{
𝑥 = 𝑟 cos(𝜃)
𝑦 = 𝑟 sin(𝜃)

      𝑟 > 0 . 

Alors, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2 ⟺ 𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃)) = 𝑟. 

Pour 𝑟 et 𝜃. 

  𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 = 𝑟2 − 2𝑟 cos(𝜃)  ≤ 0 ⟹ 𝑟2 < 2𝑟 cos(𝜃) 

                                                                         ⟺ 0 < 𝑟 ≤ 2 cos(𝜃).          (1) 

De (1), on a 

cos(𝜃) > 0 ⟺ 𝜃 ∈ [−
𝜋

2
,
𝜋

2
].          (2). 

D’où, 

∆= {(𝑟, 𝜃) ∈ ℝ2: , −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
, 0 <  𝑟 ≤ 2 cos(𝜃)} 

Donc, 

𝐼4 = ∬𝑟2

∆

𝑑𝑟𝑑𝜃 = ∫ (∫ 𝑟2
2 cos(𝜃)

0

𝑑𝑟) 𝑑𝜃

𝜋
2

−
𝜋
2

= ∫ [
1

3
𝑟3]

0

2 cos(𝜃)

𝑑𝜃
1

0

 

                =   
8

3
  ∫ cos3(𝜃) 𝑑𝜃

𝜋
2

−
𝜋
2

=
8

3
  ∫ (cos(𝜃) − cos(𝜃) sin2(𝜃))𝑑𝜃

𝜋
2

−
𝜋
2

 .    

=  
8

3
[sin(𝜃) −

1

3
sin3(𝜃)]

−
𝜋
2

𝜋
2

 =  
8

3
( 

4

3
) =     

32

9
 .                                         

 

Remarque 

cos3(𝜃) = cos(𝜃) cos2(𝜃) = cos(𝜃) (1 − sin2(𝜃)) = cos(𝜃) − cos(𝜃) sin2(𝜃) 



 

    5.   𝐼2 = ∬ 𝑦2

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,           D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑦 ≥ 0, 2 ≤  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}.   

En posant 

{
𝑥 = 𝑟 cos(𝜃)
𝑦 = 𝑟 sin(𝜃)

      𝑟 > 0 . 

Alors, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 ⟺ 𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃)) = 𝑟2 sin2(𝜃). 

Pour 𝑟 et 𝜃. 

                   𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 ⟺ 2 ≤  𝑟2 ≤ 4 ⟺ √2 ≤  𝑟 ≤ 2. 

Comme 𝑦 ≥ 0, on a 

𝑦 = 𝑟 sin(𝜃) ≥ 0 ⟹ sin(𝜃) ≥ 0 ⟹ 𝜃 ∈ [0, 𝜋] 

D’où, 

∆= {(𝑟, 𝜃) ∈ ℝ2: ,0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, √2 ≤  𝑟 ≤ 2} 

Donc, 

𝐼5 = ∬𝑟2 sin2(𝜃) 𝑑𝑟𝑑𝜃
∆

= ∫ ∫ 𝑟3 sin2(𝜃)
2𝜋

0

𝑑𝜃𝑑𝑟
2

0

= (∫ 𝑟3𝑑𝑟
2

√2

) (∫ sin2(𝜃) 𝑑𝜃
𝜋

0

)      

= (∫ 𝑟3𝑑𝑟
2

√2

) (
1

2
∫ (1 − cos(2𝜃))

𝜋

0

𝑑𝜃) 

= [
1

4
𝑟4]

√2

2

[
1

2
(𝜃 −

1

2
sin(2𝜃))]

0

𝜋

                                              

= (
16 − 4

4
) (

1

2
(𝜋 − 0)) =

3𝜋

2
.     

 

Remarque 

sin2(𝜃) =
1 − cos(2𝜃)

2
. 

 

Td 

 

Exercice. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués 

    1. ∬
𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝐷

,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}.   

    2. ∬ 𝑒−(𝑥2+𝑦2)

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,           D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}.   

    3. ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2 + 𝑦2 + 1𝐷

,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}.   

    4. ∬ √𝑥2 + 𝑦2

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 ≤ 0}.   

 

 

 

 

 

 

 

 



2ème année Licence Mathématique                                                           Matière :  Analyse 4  

Intégrale Triple 

Parallélépipède 

Soit 𝑓 une fonction continue à trois variables sur un Domaine 𝑑 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑒, 𝑚] de ℝ𝟑 c.-à-d.  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝑒 ≤ 𝑧 ≤ 𝑚}. 

Alors, 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

𝑑𝑧 = ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.
𝑑

𝑐

𝑚

𝑒

 

 

Théorème (Fubini) 

Soit 𝑓 une fonction intégrable sur 𝐷. Alors 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

𝑑𝑧 = ∫ (∫ (∫ 𝑓
𝑏

𝑎

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

)
𝑚

𝑒

𝑑𝑧 = ⋯. 

De plus si 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑦)𝑤(𝑧) alors 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = (∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) (∫ 𝑣(𝑦)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦) (∫ 𝑤(𝑧)
𝑚

𝑒

𝑑𝑧). 

 

Exemples 1. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués  

 1. ∭ (𝑥 + 3𝑦𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,        D = [0,1] × [1,2] × [2,3].   

  2. ∭ 2(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,        D = [0,1] × [0,1] × [0,1].   

  3. ∭ 𝑒𝑥+𝑦+𝑧

𝐷

,           D = [0,1] × [0,2] × [0,3].   

  4. ∭ 12𝑥𝑦𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,        D = [0,1] × [−1,2] × [0,3].   

  5. − ∭ cos(𝑥) sin(𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,        D = [
𝜋

4
, 𝜋] × [

𝜋

4
,
𝜋

2
] × [0,2𝜋]. 

  6. ∭ sin(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,        D = [0,
𝜋

2
]

3

. 

Solution. 

1. 

𝐼1 = ∭ (𝑥 + 3𝑦𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
2

1

3

2

=  ∫ [∫ (∫ (𝑥 + 3𝑦𝑧)
1

0

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
2

1

]
3

2

𝑑𝑧 

     = ∫ [∫ [
1

2
𝑥2 + 3𝑦𝑧𝑥]

0

1

𝑑𝑦
2

1

]
3

2

𝑑𝑧 = ∫ [∫ (
1

2
+ 3𝑦𝑧) 𝑑𝑦

2

1

]
3

2

𝑑𝑧 =   ∫ [
1

2
𝑦 +

3

2
𝑦2𝑧]

1

23

2

𝑑𝑧 

     =   ∫ (
1

2
+

9

2
𝑧)

3

2

𝑑𝑧 = [
1

2
𝑧 +

9

2
𝑧2]

2

3

=
47

4
. 

2. 

𝐼2 = ∭ (𝑥 + 3𝑦𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
2

1

3

2

=  ∫ [∫ (∫ (𝑥 + 3𝑦𝑧)
1

0

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
2

1

]
3

2

𝑑𝑧 

     = ∫ [∫ [
1

2
𝑥2 + 3𝑦𝑧𝑥]

0

1

𝑑𝑦
2

1

]
3

2

𝑑𝑧 = ∫ [∫ (
1

2
+ 3𝑦𝑧) 𝑑𝑦

2

1

]
3

2

𝑑𝑧 =   ∫ [
1

2
𝑦 +

3

2
𝑦2𝑧]

1

23

2

𝑑𝑧 



     =   ∫ (
1

2
+

9

2
𝑧)

3

2

𝑑𝑧 = [
1

2
𝑧 +

9

2
𝑧2]

2

3

=
47

4
. 

 

3. D’âpre le théorème de Fubini  

𝐼3 = ∭ 𝑒𝑥+𝑦+𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∫ ∫ ∫ 𝑒𝑥+𝑦+𝑧
1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
1

0

1

0

=  (∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0

) (∫ 𝑒𝑦𝑑𝑦
1

0

) (∫ 𝑒𝑧
1

0

𝑑𝑧) 

     = [
1

2
𝑒𝑥]

0

1

[
1

2
𝑒𝑦]

0

1

[
1

2
𝑒𝑧]

0

1

= (𝑒 − 1)3. 

 

4. D’âpre le théorème de Fubini  

𝐼4 = ∭ 12𝑥𝑦𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= 12 ∫ ∫ ∫ 𝑥𝑦𝑧2
3

0

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
2

−1

1

0

= 12 (∫ 𝑥𝑑𝑥
1

0

) (∫ 𝑦𝑑𝑦
2

−1

) (∫ 𝑧2
3

0

𝑑𝑧) 

     = [
1

2
𝑥2]

0

1

[
1

2
𝑦2]

−1

2

[
1

3
𝑧3]

0

3

= (
1

2
) (2 −

1

2
) (

27

3
) = 81. 

 

 

Théorème. 2. 

Soit 𝑓 une fonction continue sur un domaine 𝐷 de ℝ𝟐. On suppose que ce domaine 𝐷 définie par  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2(𝑥), 𝜓1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝜓2(𝑥, 𝑦) }. 

Alors 𝑓est intégrable sur 𝐷 et on a 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

𝑑𝑧 = ∫ (∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜓2(𝑥,𝑦)

𝜓1(𝑥,𝑦)

𝑑𝑧)
𝜑2(𝑥)

𝜑1(𝑥)

𝑑𝑦) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

. 

 

Exemples 2. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués  

 1. ∭ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,                          𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 1 −  𝑥 − 𝑦}. 

  2. ∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

𝑑𝑧,                          𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
𝑥

2
 ≤ 𝑦 ≤ 1 −

𝑥

2
 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 2 −  𝑥 − 2𝑦}. 

  3. ∭
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

(1 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3
𝐷

,           𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 , 𝑧 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≤ 1}. 

  4. ∭ (1 − 2𝑦𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,          𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 3}.   

  5. ∭ 𝑒𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,                        𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦}. 

 

6. ∭ 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,                        𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑦2 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 1 − 𝑥}. 

 

7. ∭ 𝑥𝑦𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,                        𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧 ≤ 1}. 

 

 

 

 



Solution. 

𝐼1 = ∭ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,   𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 1 −  𝑥 − 𝑦}. 

On a, 

{
0 ≤ 𝑥 ≤ 1                 
0 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥        
0 ≤ 𝑧 ≤ 1 −  𝑥 − 𝑦

 

Alors, 

∭ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∫ [∫ (∫ 𝑧
1− 𝑥−𝑦

0

𝑑𝑧)
1−𝑥

0

𝑑𝑦] 𝑑𝑥
1

0

= ∫ [∫ [
1

2
𝑧2]

0

1−𝑥−𝑦1−𝑥

0

𝑑𝑦] 𝑑𝑥
1

0

 

                         = ∫ [∫
1

2
(1 − 𝑥 − 𝑦)2

1−𝑥

0

𝑑𝑦] 𝑑𝑥
1

0

= ∫ [[−
1

6
(1 − 𝑥 − 𝑦)3]

0

1−𝑥

] 𝑑𝑥
1

0

 

                         = ∫ [
1

6
(1 − 𝑥)3] 𝑑𝑥

1

0

= [−
1

24
(1 − 𝑥)4]

0

1

=
1

24
. 

𝐼2 = ∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,   𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
𝑥

2
 ≤ 𝑦 ≤ 1 −

𝑥

2
 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 2 −  𝑥 − 2𝑦}. 

On a, 

{

0 ≤ 𝑥 ≤ 1                 
𝑥

2
 ≤ 𝑦 ≤ 1 −

𝑥

2
        

0 ≤ 𝑧 ≤ 2 −  𝑥 − 2𝑦

 

Alors, 

∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∫ [∫ (∫ 𝑑𝑧
2− 𝑥−2𝑦

0

)
1−

𝑥
2

𝑥
2

𝑑𝑦] 𝑑𝑥
1

0

= ∫ [∫ [
1

2
𝑧]

0

2− 𝑥−2𝑦1−
𝑥
2

𝑥
2

𝑑𝑦] 𝑑𝑥
1

0

 

                         = ∫ [∫ (2 −  𝑥 − 2𝑦)
1−

𝑥
2

𝑥
2

𝑑𝑦] 𝑑𝑥
1

0

= ∫ [ 2𝑦 − 𝑥𝑦 − 𝑦2]
𝑥
2

1−
𝑥
2

𝑑𝑥
1

0

 

                         = ∫ [𝑥2 − 2𝑥 + 1]𝑑𝑥
1

0

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥]

0

1

=
1

3
. 

  𝐼5 = ∭ 𝑒𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,                        𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦}. 

On a, 

{

0 ≤ 𝑦 ≤ 1                 
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦                
0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦        

 

Alors, 

∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∫ [∫ (∫ 𝑒𝑥𝑑𝑧
𝑥+𝑦

0

)
𝑦

0

𝑑𝑥] 𝑑𝑦
1

0

= ∫ [∫ 𝑒𝑥 (∫ 𝑑𝑧
𝑥+𝑦

0

)
𝑦

0

𝑑𝑥] 𝑑𝑦
1

0

 

                         = ∫ [∫ 𝑒𝑥 [ 𝑧]
0

𝑥+𝑦𝑦

0

𝑑𝑥] 𝑑𝑦
1

0

= ∫ [∫ (𝑥 + 𝑦)𝑒𝑥
𝑦

0

𝑑𝑥] 𝑑𝑦
1

0

 

                         = ∫ [ (𝑥 + 𝑦 − 1)𝑒𝑥]
0

𝑦

𝑑𝑦
1

0

= ∫ ((2𝑦 − 1)𝑒𝑦 − (𝑦 − 1))𝑑𝑦
1

0

. 

                         = [(2𝑦 − 3)𝑒𝑦 − (
1

2
𝑦2 − 𝑦)]

0

1

=
7

2
− 𝑒. 

 

 

 



𝐼5 = ∭ 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

,                        𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑦2 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1 ,0 ≤ 𝑧 ≤ 1 − 𝑥}. 

On a, 

{
0 ≤ 𝑦 ≤ 1                 

𝑦2 ≤ 𝑥 ≤ 1                
0 ≤ 𝑧 ≤ 1 − 𝑥        

 

Alors, 

∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∫ [∫ (∫ 𝑥𝑧𝑑𝑧
1−𝑥

0

)
1

𝑦2
𝑑𝑥] 𝑑𝑦

1

0

= ∫ [∫ 𝑥 (∫ 𝑧𝑑𝑧
1−𝑥

0

)
1

𝑦2
𝑑𝑥] 𝑑𝑦

1

0

 

                         = ∫ [∫ 𝑥 [
1

2
𝑧2]

0

1−𝑥1

𝑦2
𝑑𝑥] 𝑑𝑦

1

0

= ∫ [∫
1

2
𝑥(1 − 𝑥)2

1

𝑦2
𝑑𝑥] 𝑑𝑦

1

0

 

                         = ∫ [
1

2
(

1

2
𝑥2 −

2

3
𝑥3 +

1

4
𝑥4)]

𝑦2

1

𝑑𝑦
1

0

= ∫ (−
3𝑥8 − 8𝑥6 + 6𝑥4 − 1

24
) 𝑑𝑦

1

0

. 

                         = −
1

24
[
3

9
𝑥9 −

8

7
𝑥7 +

6

5
𝑥5 − 𝑥]

0

1

=
8

315
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Changement de variable dans une intégrale triple 

Théorème 

Soit 

     ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

𝑑𝑧. 

On suppose que par le changement de variables 

{

𝑥 = 𝜙(𝑢, 𝑣, 𝑤)
𝑦 = 𝜓(𝑢, 𝑣, 𝑤)
𝑧 = 𝜇(𝑢, 𝑣, 𝑤)

      (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ ∆,      𝜙, 𝜓, 𝜇 ∈ 𝐶1    . 

Alors, 

I =    ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

𝑑𝑧 = ∭𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑤)
∆

|𝐽(𝑢, 𝑣, 𝑤)|𝑑𝑢𝑑𝜗𝑑𝑤. 

Où 

 |𝐽(𝑢, 𝑣, 𝑤)| = |
𝐷(𝑥,𝑦,𝑧)

𝐷(𝑢,𝑣,𝑤)
| = |

|

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑤

|
|. 

Passage aux coordonnées cylindrique 

Le changement de variables en coordonnées polaires correspond à poser 

{
𝑥 = 𝑟 cos(𝜃)
𝑦 = 𝑟 sin(𝜃)

𝑧 = z

       r > 0, 𝜃 ∈ [0,2𝜋]. 

Donc 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃) , 𝑧). 

Et 

 

|𝐽(𝑢, 𝑣)| ==
|

|

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕z
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕z
𝜕𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕z

|

|
= |

cos(𝜃) −𝑟 sin(𝜃) 0
𝑟 sin(𝜃) 𝑟 cos(𝜃) 0

0 0 1

| = 𝑟. 

Alors, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

𝑑𝑧 = ∭𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃) , z)
∆

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑z. 

 



Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués 

    1 ∭ (𝑥2 + 𝑦2 + 1)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,             D = {(𝑥, 𝑦, ) ∈ ℝ3: , 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1,0 ≤ 𝑧 ≤ 2}.   

    2. ∭
𝑧

√𝑥2 + 𝑦2𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ3: , 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2, 0 < 𝑧 < 𝑎}.   

   3 ∭ cos(√𝑥2 + 𝑦2)
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,             D = {(𝑥, 𝑦, ) ∈ ℝ3: , 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4,0 ≤ 𝑧 ≤ 1}.    

  4.  ∫ (∫ (∫ (𝑥2 + 𝑦2)
2

√𝑥2+𝑦2
𝑑𝑧)

√4−𝑥2

−√4−𝑥2
𝑑𝑦) 𝑑𝑥

2

−2

. 

5. ∭
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑥2 + 𝑦2
𝐷

,             D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ3: , 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4,0 ≤ 𝑧 ≤ 1}.   


