2°Me année Licence Mathématique
Intégrale Double

Rectangle

Matiére : Analyse 4

Soit £ une fonction continue sur un rectangle D = [a, b] X [c, d] de R? dont les cotés sont paralléles aux axes

de coordonnées
D={(x,y) ER%:a<x<bc<y<d}
Alors,

J jD £(x,y) dxdy = j ' f Fx,y) dxdy.

7.1. Propriétés des intégrales doubles

1. Soient f, g deux fonction continue sur D, on a

ffD(af+ﬁg)dxdy=affodxdy+ﬁngdxdy.

2. Si D, et D, deux rectangles tels que D; N D, = @, alors

ﬂDlUsz dxdy = f fD 1f dxdy + f sz dxdy.

3.Si f(x,y)=0surD (f # 0) alors
fffdxdy > 0.
D

4.Si f < gV(x,y) € D, alors

UJDfdxdy <

Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

1.UD(1 +x —y)dxdy, D=][-1,1] x[-1,0].

f1ldxdy.

2.f (2x + y?) dxdy, D =[0,1] x [0,1].
D

3ff cos(x + y) dxdy, D= [O,%] x [0, m].

dxd
ff (x :C- ;])2’ = [0,1] x [1,2].

Solution

1

j(1+x—y)dxdy ]J(1+x—y)dxdy J[x+ x2—yx| dy

[l -(redolo i

= f (2 = 2y)dy = [2y —y?]%; =




H (2x + y?) dxdy = j f (2x + y?) dxdy = j [x2 + y%x]sdy

= [1a4y)- @y = [ a3y =43 v -1

3. ﬂ cos(x +y)dxdy = fnjicos(x +y)dxdy = jn[sin(x + y)]%dy
D o Jo 0
Troom . [T m
= f [sm — + y) - sm(y)] dy = [ cos( + y) + cos(y)]0
( cos (32 ) + cos(n)) ( cos (2) + cos(O))
dxdy 2 1 dxdy 2 1 1t
+ ﬁD(xﬂ/)z :fl f (x +y)? _f [_x+y
j [—— + ]dy [-In(y + 1) + In(y)]?
= (—In(3) +In(2)) — (—=In(2) + In(1)) = 2In(2) — In(3).

Théoréme (Fubini)
Soit f une fonction intégrable sur D. Alors

.HDf(x,}/)dxdy=Lb<j;df(X,}’)dy>dx=£d<Lbf(x,y)dx>dy.

De plusssi f(x,y) = h(x)g(y) alors

J o) dxdy = ( f bh(x)dx) ( f "9 dy) = f ' ( f Fon) dx) dy

Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

ff **Ydxdy, D=1[0,1] x[0,2].
ff (x3y + xy) dxdy, D = [0,1] x [0,1].
D
Bff sin(x + y)dxdy, D= [0, %] x [0,
D

dxdy _
4jf AT00 1Y) D = [0,1] x [0,1]

Solution

L[y - ”eeydxdy ([[eas)([[er0)

[ey]o =(e—D(e*— 1.

. ﬂD(x y+xy)dxdy—JO Jo(x +x)ydxdy—<J0 (x3 +x)dx><j01ydy>
1 1
e LB - 003

ﬂ (y + xy) dxdy = f J (1+Cj:)cg+y)=(Lllcfx)gollﬁcy)

= [In(x + D]3[In(y + D] = (In(2) — In(1))(n(2) — In(1)) = (In(2))2.




Théoréme. 2.
Soit £ une fonction continue sur un domaine D de R%. On suppose que ce domaine D définie par

D={(x,y) ER%:a<x<bh,¢,;(x) <y <¢p,(x)}

Alors fest intégrable sur D et on a

]memw=f(

@2(x)
[ ey dy) dx

@1(x)

Théoréme. 2.
Soit £ une fonction continue sur un domaine D de R%. On suppose que ce domaine D définie par

D={(x,y) ER:c<y<d9() <x<9,(}

Alors fest intégrable sur D et on a
d 92()
[|reyaxay = | ( [ ey dx) dy
D ¢ \79:(¥)

Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiques

1.ﬂ(x+y)dxdy, D={(x,y) ER:Z0<x<1,x<y<2x}
D

2.ffxcos(y)dxdy, D={(x,y) ERZ0<x <1, x><y<x}
D

3.f (xy + y3) dxdy, {(xy)E[R{20<y<4 x<\/_}.
D
Solution
1 1 2x
ff(x+y)dxdy (x+y)dy>dx—f [xy+—y2] dx
D 0

j[(Zx +2x2)—(x + = x)] dx
1
TEORTN

ff x cos(y) dxdy = f <f;cos(y) dy) dx = ‘]:[sin(y)];zdx

1

=f x sin(x) dx—f x sin(x?) dx
0

0
1 1
j x sin(x) dx = [—x cos(x)]3 + j cos(x) dx = —cos(1) + [sin(x)]} = —cos(1) + sin(1)
0 0

cos(1) —1

Donc,
] cos(1) +1
ff x cos(y) dxdy = sin(1) — —
D




Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

1.[ (x —3y®dxdy, D =1[0,2]x[1,2].
D
2. ﬂ Jyr _dxdy, D =[01]x[0,2]

dxdy ~
ff AQ+x)A+y)’ D =[0,1] x [0,1].

xsm(y)
ff 1T %2 D = [0,1] x [0, «].

5.ffD(16 —x?—2yPdxdy, D =[02] x [0,2].

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

2 1 2 [ 2
1.[ fyye"y dxdy = f fyyexy dx |dy.
1 Jo 1 \ Yo
2 ,y+1 2/ py+1
2.] f 2y dxdy = f (f 2y dx) dy.
1 Jy-1 1 y-1
3 fljl—x 1 d d j2<fl—x dy >d
.. — x = —— | dx
o Jo (x + y)? Y 1 0 (x + y)?

Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

l.f (x2 + y?)dxdy,
D

ij xy(x + y)dxdy,
D

Ou
D={(xy)ER%:x=>0,y=>0,x+y <1}

ﬂ (xdicl—d;/)zl

D={(x,y) ER:x>0,y>0,1< x+y <2}




Changement de variable dans une intégrale double
Théoréme
Soit

I=ﬂDf(x,y) dxdy.

On suppose que par le changement de variables
x=¢u,v)
w,v)eEN ¢, PpeC?
y=9u,v)
D est en bijection avec A, ¢’est a dire que 1’on a I’équivalence
(x=nr(wv),y=9w,v)) €D & (u,V9) €A

Alors,

I=.Uf(x,y) dxdy=.Uf(a(u,v),b(u,v)) |J (u, v)|dud?.
D D

ou

9x  ox
_ |PG&y)| _ |ou o

Ul = oa] = .

ou OJv

Passage aux coordonnées polaires
Le changement de variables en coordonnées polaires correspond a poser

x =1rcos(0)

y = rsin(6)
Donc
dx Ox
_ _|or or| _|cos(8) -—rsin(@)| 5 o an
|J(r,0)| = |(r,0)| = dy oyl |rsin(9) rcos(®) | = rcos<(0) + rsin“(8) =r.
060 00
Alors,

ff f(x,y)dxdy = ffAf(r cos(6),r sin(@)) rdrd#.

Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

dxdy
Ll| 5——— D = {(x,y) € R%:, x? <1}
|| moe ((0) €R%, 2% 452 < 1)

fo e~ (x*+y%) dxdy, D ={(x,y) € R%: x? + y? < 4}.
D

B.ff oS (\/x2 +y2), D={(x,y) ER%, x>0,y >0,x2+y%2 < 1}.
D




Solution

ff f(x,y)dxdy = ffAf(r cos(8),rsin(0)) rdrdé.
D

1. Il:ffD#dZyH' D={(x,y)E]R2:,x2+y2S1}.
En posant

x =r1cos(8)

y = rsin(0)

r>0,0 €[0,2n]
Alors,
flx,y) = xz-l-y—z—i—l & f(rcos(8),rsin(f)) = a1
Et
x*+y’=r’<1e0<r<1.
D’ou,
A={(r,0) ER%:,0<0<2m,0< r<1}

Donc,

r 1 F21 r 1 r 21
IlszArz_l_ldrdH:LL r2+1d9dr=<Lr2+1dr><L d9>

= [lln(r2 + 1)] [6]3™ = mIn(2).
2 0

2. I, = ff e+ dxdy, D ={(x,y) € R*: x* + y* < 4}.
D

En posant

x =1rcos(8)

y = rsin(0)

r>0,60 €[0,2m]
Alors,
Flx,y) = e ") o f(rcos(6),rsin(d)) =e .
Et
x’+y?=r?’<4os0<r<2.
D’ou,
A={(r,0) ER?:,0<0 <2m,0< r <2}

Donc,

, 2 r2m , 1 , 21
I, = ffre‘r drdf =f f re”" dldr = <f re”" dr) <.f d@) =
A 0 Jo 0 0
2

= [_%e—rz]o [6]3™ = (—%e“L +%) 2r=(1—e Hm.




3. I3=ff cos(\/x2+y2), D={(xy) €ER?*,x>0,y=>0,x*>+y%<1}
D

En posant

(IO o,

Alors,

f(x,y) = cos (,/xz + yz) & f(rcos(8),rsin(08)) = cos(r).
Pour r et 6.

Commex > 0ety > 0,alors§ € [0, g]

Et
x>+y’=r’<1e0<r<l
D’ou,
A={(r,9)ER2:,OS9Sg,O< rSl}
Donc,
1 2 1 T
2 2
I3=ﬂ-rcos(r)drd9=j f rcos(r)dedr=<f rcos(r)dr) fd@ =
A o Jo 0 0
1,7 1 1
—|__,-T Y - — _ 5,4
_[ 5¢€ ]0[6]0 ( 5 € +2>2n (1-e™*)m.
4. I, =ﬂ‘\/x2+y2dxdy, D={(x,y) ER%, x>0,y = 0,x? +y%2—2x <0}
D
En posant
x =1 cos(0)
{yzrsin(é?) r>0.
Alors,
flx,y) =x? +y? & f(rcos(8),rsin(@)) =r.
Pour r et 6.
x2+y?2—2x=71?—-2rcos(8) <0=r?< 2rcos(9)
& 0<r<2cos(0). (1)
De (1),0na
T
cos(9)>0<:>96[—5,5. (2).
D’ou,
_ 2, _ T T
a={(r,0) e R%, 5 <6<2,0< r < 2cos(6)}
Donc,

% 2 cos(6) 1 2cos(0)
Iy = ffrz drdf = f <f r? dr) do = j [—r3] do
A —% 0 o 13 o

= g f; cos3(0)do = g f;(cos(e) — cos(0) sin?(0))deo .

g

- Yoo -Jamof - §(3)-

Remarque
cos3(0) = cos(0) cos?(0) = cos(8) (1 — sin?(8)) = cos(8) — cos(0) sin?(0)




5. 12=ﬂy2dxdy, D={(x,y) ER%:y>0,2< x?+y? <4}
D

En posant

x =1 cos(0)

{y = rsin(0)

Alors,

f(x,y) =y? © f(rcos(8),rsin(8)) = r?sin?(8).

Pour r et 6.
x2+y?=r’e2<ri<4io2<r<

Commey > 0,0na

y=rsin(f) = 0=sin(f) = 0= 06 € [0,n]

r>0.

D’ou,
A={(r,0) eR%:0<0 <mV2< r<2}
Donc,
2 p2m 2 T
Is = ffrz sin?(0) drdf = f f r3sin?(0) dodr = <f r3dr> <f sin?(0) d@)
A , 3 01 0 ) V2 0
= d - — d
<Lir r) (2.[0 (1 — cos(26)) 6)
1 1°n 1 m
=[] ,[5 (0 -z,
16 —4\ (1 3
=< 4 )(E(ﬂ_0)> =7n'
Remarque
sin2(9) = 1_%5(29).

Td

Exercice. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

X
1[]Wyy2 D={(x,y) ER%:x>0,y>0,1<x?+7y% <4}
D

fo e+ dxdy, D = {(x,y) € R%: x? + y? < 4}.
D

dxdy
3.[| ———, D={(7vy)€ER%:x>0,y>0,x%2+y2<1}.
|| w5 (o) ERx 20,y 20,22 +7 < 1)

4.ﬂ\/x2+y2dxdy, D ={(x,y) € R%: x2 + y%2 — 2x < 0}
D




2°M année Licence Mathématique Matiere
Intégrale Triple

Parallélépipéde

Soit £ une fonction continue a trois variables sur un Domaine d = [a, b] X [c,d] X [e,m] de R3 c.-a-d.

D={(x,y,z2)ER*a<x<bc<y<de<z<m}
Alors,

Jfo(X, y,z)dxdy dz = Lm ch fabf(x, y, z) dxdydz.

Théoreme (Fubini)
Soit f une fonction intégrable sur D. Alors

.UDf(x,y,Z)dxdde = fem<J;d (Lbfdx> dy> dz = -

De plussi f(x,y,z) = u(x)v(y)w(z) alors
b d m
, V) dxdy = d d dz |.
JJ reeyyaxay (Lu(") x)(f v() y)(f w(z) z)

Exemples 1. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

1ff (x + 3yz)dxdydz, D =[0,1] x [1,2] x [2,3].
fof 2(xy + yz + xz)dxdydz, D =[0,1] x [0,1] x [0,1].
D
SIH eXtytz, D =[0,1] x [0,2] x [0,3].
D
4, fff 12xyz%dxdydz, D =1[0,1] x [-1,2] x [0,3].
D
5.— ffchos(x) sin(y) dxdydz, D= E,Tr] X E,%] x [0,2m].

3
6_]]:[ sin(x + y + z) dxdydz, D= [0,—] .
D 2

Solution.

Ill =fff (x+3yz)dxdydz=fsfzflf(x,y,z)dxdydz= f3U2<f1(x+3yz)dx>dyl dz
2 /1 \Jo

[ [ B+, dy]dz_ [ [f@”yz)dy]dzz [y +3v2]
- [ Grgelrel -7

2.
I, = ffL(x+3yz)dxdydz= L3J12f01f(x,y,z)dxdydz= f; lL2<L1(x+3yz)dx>dyl dz
=fz3lL2[%x2+3yzx]:dyldz=L3lLZ(%+3yz>dyldz= ]:Ey+%yzz]jdz

- Analyse 4




B j3(1+9 )d _[1 L2 2]3_47
c ), T TR T L, T
3. D’apre le théoréme de Fubini
1,1 p1 1 1 1
I3=fffex+3’+zdxdydz=f f fex+3’+zdxdydz= <f exdx><j eydy><f ezdz>
D o Jo Jo 0 0 0
1 1 1
=[ ex] [ ey] [ ez] = (e— 13
0 0 0
4. D’apre le théoréme de Fubini
1 2 3 1 2 3
I4=fff 12xy22dxdyd2=12f f fxyz2 dxdydz = 12 <f xdx) <f ydy)(f z2 dz)
D 0o J-1Jo 0 -1 0
SN T TS O S R | 1\ (27
—1=,2 a2 _ 3 - [ —= —_ ) — ) =
_[2x]0[2y]_1[3z]0 (2)(2 2)(3) 81.

Théoréme. 2.
Soit £ une fonction continue sur un domaine D de R%. On suppose que ce domaine D définie par

D = {(X;Y;Z) € RS:a S X S b!(pl(x) S y S (pZ(x)ilpl(xry) S z S IPZ(xﬁy) }
Alors fest intégrable sur D et on a

JﬂDf(x,y,z)dxdydz = jab (fi;?(

P

P2 (xy)
j fx,v,2) dz> dy> dx.
Y1 (xy)

Exemples 2. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

1.fffzdxdydz, D={(x,y,z2) ER:0<x<10<y<1-x,0<z<1- x-—vy}L
D
x x

2.fffdxdydz, D:{(x,y,z)E]R3:0stl,§ SySl—E,OSZSZ—x—Zy}.

D

dxdydz

3. ) D={(x,y,z) ER%x>0,y>0,z=>0, <1}
ff,[,(1+x+y+z)3 {(x,y,2) X y z x+y+z<1}

4.[[ (1 — 2yz)dxdydz, D={(x7y2z)eR%x?2+y2<1,0<z<3}
D

S.fffexdxdydz, D={(xy,2)eR%0<x<y,0<sy<10<z<x+y}

D

6.fﬂ.xzdxdydz, D={(x,y,2) ER%:y?<x<10<y<1,0<z<1-x}
D

7.fffxyzdxdydz, D={(xy,z2)eR:0<x<y<z<1}
D




Solution.

11=jﬂzdxdydz, D={(x,y,2)€ER%0<x<10 <y<1-x,0<z<1-x-y}h
D

On a,

0<x<1

0 <y<1l-x
0<z<1—x-y
Alors,

Mzdxdydz_f le( 1 xyzdz)dyldx—f le[z ] dyldx
=f0 UO 1<1—x— deldx—f [[——(1—x—y>] ldx

n
j— — _ 3 _ _
_fo[6(1 x)]dx [24(1 ")]
Iz:ﬂ dxdydz, Dz{(x,y,z)ER3;0Sx<1—<y<1__0<Z<2_x_2y}
D

2~ 2
On a,
0<x<1
X <y<1 X
2_y— 2
0<z<2—x-2y
Alors,

dx

faome- (0o [T

1__

f[f (z—x_zy)dy]dx_H 2y — xy — yl ?

—J[ 2x + 1]dx [1 +]_1
_OX X —3X X x0—3.

Is = ﬂfexdxdydz, D={(xy,2) ER*0<x<y,0<y<1,0<z<x+y}
D

On a,

0<y<1

0<x<y

0<z<x+y

Alors,

o= [ ()= [/ ()]
=f0 onexl zL dxldy=f0 on(x+y)excledy

1 y 1
= J l (x+y-— 1)exl dy = f (2y — 1e¥ — (y — 1))dy.
0 0

0

1

-~ —s) -3




s = fﬂmxdydz' D={(xy,2)eR%y?<x<10<y<1,0<z<1-x}
D

Ona,
0<y<1
y?<x<1
0<z<1-—x
Alors,

lf dxdydz =
D

dy

Uy( deZ>dx dy = !01U;x<Jol_xzdz)dx
MV 220 dxldy=f U lx(l—x)zdxldy

L/ 3x8 —8x® +6x* -1
PR __x t2 x)] P = f - dy.
0 24

8 6 1 38
9 _ 7 5 __
24[9" 7% Tg* x]o

A
A
[




Changement de variable dans une intégrale triple
Théoréme
Soit

j j jn f(x,y,z)dxdy dz.

On suppose que par le changement de variables

x=¢u,v,w)

y = l)b(u' v’ W) (ul vl W) e AP ¢I lp;.“ E Cl
z=u(u,v,w)

Alors,

.Ufo(X,y,z)dxdydz = Jﬂ;f(u, v,w) | (u, v, w)|dudddw.

Ou

u Jdv Ow
9y 9y 9y
ou ov ow|
z 0z oz

D(x,y,z)
O e

u Jdy oOJw
Passage aux coordonnées cylindrigue
Le changement de variables en coordonnées polaires correspond a poser

x =1rcos(8)
y=rsin(d) 1>0,0€[0,2m].

Z=71
Donc
f(x,y,2z) = f(rcos(0),rsin(0), z).

Et

ox 0x Ox

g; g)@/ g}Z] cos(f) -—rsin(8) O
|J(u,v)| == 5> 30 34l rsin(@) rcos(d) O|=r.

dz 0z 0z 0 0 1

or 96 oz
Alors,

JJ| £y axayaz = [[[ s coste) rsin(e) 2y rardsas
D




Exemples. Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

ljﬂ (x2 + y? + 1) dxdydz, D={(xy)€ER3 x2+y2<1,0<2z<2}
D

dxdydz, D={(x,y) ER3%:,x2+y?2<a?0<z<al

z
|, 7=
D+/Xx% + y?
3 ﬂj cos(y/x? + y?) dxdydz, D={(x,y,) ER3,x2+y2<40<z<1}
D

4., jz <f\/\:__x: (f\/zszyz(xz + y2) dz> dy) dx.

dxdydz
Jﬂ xzf D={(x,y)ER3:,x20,y20,1Sx2+y2S4,0SZS1}.




