2°M année Licence Mathématique Matiere : Analyse 4
Limites et Continuité

3. Limites.

Définition. 3.1.
Soit f: D € R™ — R une fonction définie au voisinage du point x, € D. On dit que le nombre £ est la limite

de f lorsque x, et on écrit lim f(x) = ¥ si et seulement si,

xX—Xg

Ve> 0,36 >0,Vx €D, |lx —xpll < d = |f(x) — €| < &.

Pour n = 2.
lim x,y) =+
(XIY)H(XOrYO)f( y)
©Ve>0,36 >0,V(x,y) €D c R% [|(x,y) — (X0, ¥l <8 = |f(x,y) — £| < e.
Remargue.
e Sila limite existe, elle est unique.

e Si lim  f(x,y) = ¢ existe alors lim (lim f(x,y)) = lim (lim f(x,y)).
()= (x0.¥0) x—Xo \Yy—Yo X—Yo \¥y—xo

Exemple. 3.1. Montrer que

2xy?

lim ———=
(,y)—(0,0) x2 + y2
Solution.

Il faut montrer que

2xy?

x2+y?

Ve >0,38 > 0,V(x,y) € R% [I(x,y) — (0,0)l; <8 =

Sachant que x? + y? > y?, alors

2xy?
Y| = 21x| < 2/ +y2=2|lCx, ¥, < 26.

y2

2xy?
x2 +y?

Il suffit de prendre ¢ = g.

Exemple. 3.2. Calculer la limite si elle existe dans les cas suivants :

L lim  x?+xy+1, 2 2y742 3. lim 271
(x,y)—>(0,0) (x,y)—)(OIO) x+y—1 (x,y)—>(0,0) eX+4+1

1 3

4, lim =X, 5  lim —. 6. lim —2—.
(%,y)—(0,0) x> +y? (%,y)—(0,0) Xx~¥ (,y)—(0,0) x> +y?

. 2xy? . 1+x2+y?
k (x.y%l—>m(o,0)x2+y2' 8 (x.y%l—>m(o.0) y SO




Solution.

1. lim x2+xy+1=0.
(x,y)—(0,0)

2 lim x+y?+2
" (x,y)—(0,0) Xx+y-1

3 im X1
" (x,y)—(0,0) €X+1 2
4.0na,
lim (hm 2—y> = lim (12) = lim (l) = +o0,
x—0 \y—0x2+y2 x—0 \X x—0 \X
lim (hm > 4 ) = lim (_—32') = lim (_—1) = —00.
y—0 \x—0 x2+y? y—0 \Y x—0\Y
Donc, lim ’26 yz n’existe pas.
(x,y)—(0,0) x“+Y
5.0n a,

lim (lim L) = lim (1) = 400,
x—0 \y—0x-Yy x—0 \X

lim (lim L) = lim (_—1) = —o00,

y—0 \x—0X—-Yy y—0\Y

Donc, lim — nexiste pas.
(x,y)—(0,0) x~¥

6. En utilisant une majoration, et comme V(x,y) € R%: xy < |xy| < 2|xy| < x? + y2.

Alors,

3 (x? + y?)y?

x?% + y?

A < lim y? = 0.
im
x? + y? v

< im
(x,y)—(0,0) y—0

lim
(x,y)—(0,0)
7. En utilisant les coordonnées polaires.

x =1cos(0)

y = rsin(0) = flx,y) = hm f(rcos(6),rsin(8))
r>0 6elo2r] & »00)

Alors, on voit que,

flx,y) = hm f(r cos(6),rsin(f) ) = hm 2r cos(8) (sin(6))? = 0.
(xy)—>(0 0)

8.
1+ x2 + y? 2 Sin) _

lim ————sin(y)= lim 1+x%+
(x,y)—(0,0) y ) (x,)—(0,0) Y y




4. Continuité.

Définition. 4.1.
Une fonction f: D ¢ R™ — R est continue en un point x, € D si la limite de f en ce point existe et est égale

a la valeur de la fonction en x, i.e.

Jlim £ = f(xo).

Pour n = 2.

i Fey) =1 (X0, Yo)-
Remarque.
La fonction est continue sur D si elle est continue en tout point de D.
Exemple. 4.1.

1. f(x,y) = x2 + y% + x + 1, est continue sur R?%. Car f est un polyndme du second degré a deux variables.

2. f(x,y) = e* + xy, est continue sur R%. Comme somme d’une exponentielle et d’un polynome.

Exemple. 4.2.

On considére sur R? la fonction f définie par
x2y2
f(X) _ m, si (x,y) * (0,0)

0, si (x,y) = (0,0)

Montrer que f est continue sur R2.
Solution
On a sait que f est continue sur R? — {(0,0)}, car elle est quotient de deux fonctions continues (polyndmes).
Donc, il reste de prouver la continuité en point (0,0).
En utilisant les coordonnées polaires, posons, donc

x =1 cos(8)

y = rsin(0) = lim _f(x,y) = lim f(r cos(8),rsin(0) ).

r>0, 6efoz2n] V700 o
Alors, on trouve

r*cos? 6sin? 0

- _ 22 n0e2 B cin?
f(rcos(8),rsin(0)) 2(cos? 6 + sin2 ) r“ cos“ 6 sin“ 6.

Par suite
limof(r cos(8),rsin(8)) = lirr})(r2 cos?@sin?0) = 0 = £(0,0).
r— r—

Donc f est continue en (0,0). D’ou f est continue sur R2.

Exemple. 4.3.
On considére sur R? la fonction f définie par

_ (xyln(x? 4+ y?), si(x,y) # (0,0)
fo) = { 0, si(xy)=(00)

Montrer que f est continue sur R?.




Solution
On a sait que f est continue sur R? — {(0,0)} car c’est la composée de fonctions continues.. Dong, il reste de
prouver la continuité en point (0,0).
En utilisant les coordonnées polaires, posons, donc
x =71cos(8)

y = rsin(0) = flx,y) = hm f(r cos(8),rsin(f) ).
r>0, 6elo2r] o0

Alors, on trouve
f(rcos(8),rsin(8)) = r?cos 8 sin @ In(r?).
Par suite
lim f(rcos(8),rsin(@)) =r?cosfsinfIn(r?) = 0 = £(0,0).

Donc f est continue en (0,0). D’ou f est continue sur R2.

Exemple. 4.3.
On considére sur R? la fonction £ définie par
x’y +xy? .
fa) =174y SN FO0,

0, si (x,y) = (0,0)
La fonction f est-elle continue sur R? ?
Solution
On a sait que f est continue sur R? — {(0,0)}, car elle est quotient de deux fonctions continues (polynémes).
Donc, il reste de prouver la continuité en point (0,0).
En utilisant une majoration, et comme V(x,y) € R%:xy < |xy| < 2|xy| < x? + y2.
Alors, on trouve
e T f @ = im0, = oo
Donc f est continue en (0,0). D’ou f est continue sur R2.

x%y + xy?
x% +y?

lxy| lx +yl =0 = £(0,0).

XTI
x% + y? (xy) (00)
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Exercice. 3.1. Calculer la limite si elle existe dans les cas suivants :

1. lim 2 2. lim 3. lim 12
" (x,y)—(0,0) x2+y? " (xy)—(0,0) X2 +y? (x,7)—(0,0) X2 +2
; y? . x2 . xy3
4'(x,y%l—>m(1,0) (=12 4y > (x,y%1—>m(0,o) x2+y?” ° (x,y%1—>m(o,0) x24y?’
sin(xy) 1 (x
7. (xy) (0 1)(x + y) = 1. (Définition). 8. (xy%—>(0 0 W' 9. (x,y%l—>rn(0,n)x81n(

Exercice. 3.2. Montrer que

1 lim SXSIY _ s g
") —(ae)  xX-Y '

. x=y
2. (x,y%l—>rn(0,0) \/E—\/? -

Exercice. 4.1. Etudier la continuité des fonctions suivantes
+
L f@x) = {y st (x,7) # (0,0)
0, si (x,y) = (0,0)
xty)?
2. Fx) = |z’ SLHY) # (0.0),
0, si(x,y) = (0,0)
x—2
-2)24y2" si (x,y) # (2,0)
0, si (x,y) = (2,0)
4 (ley ) si (x,y) # (0,0)
0, si(x,y) = (0’0)

G-’
5. f(x) = o 1Y) # (1L0)

0, 51(xy)—(10)

3. f(x) =1

4. f(x) =

y)"
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Les déerivées partielles

Soit f(xy, ..., x,) une fonction numeérique a plusieurs variables définie sur un domaine D de R"

5.1. Les dérivees partielles du premier ordre.

Définition. 5.1.
La dérivée partielle de f par rapport a x; au point a = (aq, ..., a,), noté % (a) ou fy.(a) est la derivée en q;

de la fonction f de la seule variable x; définie par x; — f (a4, ..., X;, ..., a,) €t les n-1 autres variables étant
fixées.
Exemple 5.1.

Calculer les dérivées partielles premieres des fonctions suivantes apres avoir précisé I'ensemble sur lequel le
calcul est possible :

1. f(x,y) =x3+xy% +y. 2. f(x,y) = cos (%) . 3. f(x,y) = sin(xy).
4.f(x,y)=ln(%). 5-f(xJ’):x_xzﬁ- 6-f(x'y):J;LJﬂ,z-
Solution

1 fle,y) =x3+xy?+y.

D; = R? %(x,y)=3x2+y2. %(x,y)=2xy+1.

2. f(x,y) = cos ().

Dr = {(x,y) € R? / x # 0}. %(x,y)z%sin(%). %(x,y)z—%sin(%).
3. f(x,y) = sin(xy).

D = R % (x,y) = y cos(xy). %(x. y) = x cos(xy).

4 f(x,y) =In (g)

Df={(x,y)E]R2/x¢0et%>O}. %(x,y)=—%. %(x,y)=§.

5. f(,y) = 22

Dr={(x,y) ER*/x—y+1#0}={(x,y) ER*/y #x+1}.

of (x2 = 2xy + 2x)y of x2(x +1)

PP A v  ER ay =Gy




6. f(x,y) = J%

_Re f vye Y P iy ="
Dy = R* —{(0,0)}. ox OV = Gy [yt o = e

0

5.2. Différentielle

Nous admettrons que si une fonction est continue et posséde des dérivées partielles continues, alors elle est

différentiable.

Définition. 5.2.
Nous ne fournissons pas de plus amples explications théoriques, c'est la généralisation de la notion de

différentielle & une variable. Et nous écrirons :

n
_of of N\ 9f
df = 9x; dx, + -+ dx, = Z, o,

dx:
0x, %

Exemple 5.2.
Ecrire les différentielles df des fonctions f définies par les expressions suivantes (Exemple 5.1), aprés avoir
précisé I’ensemble des couples (x, y) pour lesquels le calcul est possible :

Solution

1 f(x,y) =x3+xy? +y.

df = %(x, y)dx + % (x,v)dy = (3x% + y?)dx + (2xy + 1)dy.

2. f(x,y) = cos ().

df = % (x, y)dx + % (x,y)dy = (% sin (%)) dx + (—%sin (%)) dy.
3. f(x,y) = sin(xy).

df = % (x, y)dx + % (x,)dy = (y cos(xy))dx + (x cos(xy))dy.

4. f(x,y,z) = xyz.

_of of of ~
df = ox (x,y,2z)dx + 3y (x,y,z)dy + e (x,v,2)dz = yzdx + xzdy + xydz.




5.3. Les dérivees partielles du second ordre.

Définition. 5.3.
On appelle dérivée partielle du second ordre de f par rapport a x;x;, au point a = (ay, ...,a,), noté

0% f e : b :
Sxome (a) ou fyix, (a) est la dérivée en a, de la fonction x; — % (aq, o, X, ..., ay) de la seule variable x;
i

et les n-1 autres variables étant fixées.
Remarque

Dans le cas d’une fonction de deux variables, on a quatre dérivées partielles deuxiemes

L =5 )
2 5= (5)
3 Sy = 5 (3
3 S = 3 ()

Exemple 5.3.
Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes :

L f(y)=x*+y*+xy. 2. f(x,y) =2In(y?). 3. fey) =exp(5).
Solution

1 flx,y) =x*+y2 + xy.

D; = R2. g(xy)—élx + . %(x,y)=2y+x.
2 2 62 62
T =1zt =2 gl =1 g =1

2. f(x,y) = ZIn(y?).

Dr ={(x,y) e R*/x # 0ety® > 0} = {(x,y) e R*/x # Oety # 0}.

of I of . . 1.,
2 oY) =—ZynGp). @(x.y) =~ (n(y*) +2).
02 2 02 2
f(x ) = —yn(y?). f(x y) = pv
02 2 K
) =0 4D, () =~ (G + 1)




Définition. 5.4.

On dit que la fonction f: D ¢ R™ — R est de classe C* si toutes les dérivées partielles jusqu’a 1’ordre
k existent et sont continues.

Théoreme (Schwarz)

Soit f:D c R™ — R.

2 2
Les fonctions o7 et o7 sont définies et continues sur D, alors
oxdy dyox
0% f a*f
Vx € D: = .
* dxdy (%) dyodx (x)
Définition. 5.5.

Soit f: D « R? — R une fonction dérivable sur un domaine D de R?, les dérivées partielles premiéres de

f au point (x,, y,) sont

i(x ) = lim f(xo + R, yo) = f(x0,¥0)
oy Yo Yo) = I, h '
%(x ) = lim f Geo, W0 — f (%0, ¥o)
ay 0 Yo) = pm n .
TD.5
Exercice 5.1.

Calculer les dérivées partielles premieres des fonctions suivantes apres avoir précisé I'ensemble sur lequel le
calcul est possible :

1. f(x,y) = exp(xy? + 1). 2. f(x,y) = sin? (g) . 3. f(x,y) = sin(xy).
4.f(x,y) =In(y +/y% — x2). 5. f(x,y) =exp(y/x2 — y2). 6. f(x,y) :sz_y'

7. f(x,y) = tan (%)

Exercice 5.2
Ecrire les différentielles df des fonctions f définies par les expressions suivantes

1. f(x,y) =x*+xy3. 2. f(x,y) = sin? (g) : 3. flx,y) =x7. 3. f(x,y) = cos(x + ).

Exercice 5.3
Calculer les dérivées partielles du premier ordre ainsi que les dérivées partielles du second ordre des fonctions
suivantes

1. f(x,y) =e*y3, 2. f(x,y) =sin(x + ). 3. f(x,y) = cos(e™).




5.4. Les opérateurs différentiels

Définition. 5.6.
Si f est une fonction deD c R™ dans R admettant des dérivées partielles en point x, on appelle gradient f
en x le vecteur de R™ note grad f(x) ou V£ (x) défini par :

d d
Vf(x) =Vf(xq,..n,) = (a—;l (x), %(x))

Définition. 5.7.
L’ opérateur Laplacien, ou simplement le laplacien, est un opérateur différentiel, note 4, égal a la somme de
toutes les deuxiemes dérivées partielles non mixtes d’une variable dépendante. Ainsi :

62
Af(x) == Af (xq,...ny) = (’)xf'
Exemple 5.4.
Calculer Vf (x, y)et Af (x,y).
L fx,y) =23y +y* 2. f(x,y) = cos(xy). 3. f(x,y) = zsin(xy).
Exemple 5.5.
Calculer Vf (x, y) des fonctions suivantes :
xy .
1f() = l‘/— neEn oD
0, si(x,y) = (0,0)
2. £x) = {y si (x,7) # (0,0)
0, si(x,y) = (00)
Solution.
1. Pour (x,y) # (0,0).
af y3
= (xy)
A \I = '/(x2+y2)vx2+y2\'.
’ af | |
ay (x, }’)/ \ x3 /
(2 +y2) X2+
Pour (x,y) # (O 0).
9, 0)\
Vf(0,0) = I |
(o)
D’autre part, on a
af(oo) lim f(h, O)hf(OO) 0. af(oo) lim f (O, h)hf(OO) 0

D’ou

V£(0,0) =




2. Pour (x,y) # (0,0).

of x* + 3x%y? + 2xy3
V) / G y)\ / (x2+y2)2 \
xX,y) = = )
g 4 2472 3
b esn)
Pour (x,y) = (0,0).
of
/ﬁ(om\ / ,Lof(h 0) - (0, 0)\
voo=|, |- .
7 00) / \% FO.1) — £(00) /
—>0




Soit f la fonction définie sur R? par

2 _ 42
fo,y) = Xy CZ +§2>' si(x,y) # (0,0)_
0, si(x,y)=1(0,0)

e Montrer que f est continue sur R2.
e Calculer Vf(x,y).
e Montrer que f admet des dérivées partielles secondes en tout point.

) Ly 0%f o%f 5
e Que peut-on déduire du calcul de Py (0,0) et prv—~ (0,0) -

Exercice 6.2.
Soit f la fonction définie sur R? par
nyZ
f(x y) — m, si (x,y) F* (0,0)
0, si (x,y) = (0,0)

e Montrer que f est continue sur R2.
e Calculer Vf(x,y).
e f est-elle de classe C*(R?) ?
e Est-ce que f est différentiable sur R? ?
Exercice 6.3.
Soit f la fonction définie sur R? par
xy? .
Fxy) = m, si(x,y) # (0,0).
0, si (x,y) = (0,0)
e Montrer que f est continue sur R2,
e Calculer Vf(x,y).
e f est-elle de classe C1(R?) ?
e Est-ce que f est différentiable sur R? ?
Exercice 6.4.

Soit f la fonction définie sur R? par
X

fuy) = {yz sin (;), siy # O.
0, siy=20
e Montrer que f est continue sur R2,
e Calculer Vf(x,y).
e f est-elle de classe C*(R?) ?
e Est-ce que f est différentiable sur R? ?
Exercice 6.5.
Soit f la fonction définie sur R? par

fy) = {xzy sin (g), six # O.
0, six=20
e Montrer que f est continue sur R2.
e Calculer Vf(x,y).
e f est-elle de classe C1(R?) ?
e Est-ce que f est différentiable sur R? ?




Solution Ex. 01

1. On a sait que f est continue sur R? — {(0,0)}, car elle est quotient de deux fonctions continues (polynémes).
Donc, il reste de prouver la continuité en point (0,0).

En utilisant les coordonnées polaires, posons, donc

x = rcos(0)
y = rsin(0) = flx,y) = hm f(rcos(8),rsin(@) ).
r>0 6el02r] & Moo

Alors, on trouve
f(rcos(8),rsin(@) ) = r?cos 8 sinf (cos?(8) — sin?(8)) = r? cos O sin O cos 26.
Par suite
rli_r)l})f(r cos(0),rsin(f) ) = rlig%)(rz cos 0 sin 6 cos 26) = 0.
Donc,

f(x,y) = 0= f(0,0).

(x, J/) (0 0)

Donc f est continue en (0,0). D’ou f est continue sur R?.

2. Calculer V£ (x,y).

Pour (x,y) # (O 0).

yx* —y5 + 4x%y
( ) / (x2+y?)? \
Vi(x,y) = = |
(xy) \ xy* — x5 + 4x3y?
(x2+y?)?

Pour (x,y)=(0 0).
(00\ /%i f(h,0) - f(OO)\ 0

V£(0,0) = | | = | |-
0
(0 0) im [O.1) = (00
)\ )
yxt —y> + 4x2y3 _
g(x y) = (x24+y2)2 ’ si(x,y) # (0,0).
0, si(x,y)=1(00)
af xy* —x° + 4x3y? .
_(x y) = - (x2+y?2)? ) si(x,y) # (0,0).

0, si (x,y) = (0,0)




3. Les dérivées partielles secondes
(4xy3(3y? — x?)

62f F ) = (x2+321;)3 , si(x,y) # (0,0).
k —— (0,0), si (x,y) = (0,0)
Oou
zf(OO) 9 (h,0) - 2L (0,0) »
—>0 h '

4x3y(y? — 3x?)

, si(x,y) # (0,0)

(
|
02 24,2
Shen- T |
| 55200 sy =(00)
Ou
02f - Fon-Loo
6—}]2(0,0) = flllilgo . =0.
(x®+9 — Qy2y4 —
azf !x i x(:j: +y29)63y Y ’ si (x'y) * (0'0)
0x0 ( ,_'Y) - 02 .
| f .
L 9x0y (0,0, si(xy)=(00)
Ou
0% f _ %(h,O)— 9 (0,0
0x0y 0,0 = %1310 h =1
(x6 + 9x%y2 — 9x2y% _ 1,6
azf Ix i x(;):2+y29)c3y Y 4 si (x'y) * (0'0)
Fvax V) = 4 X _
yox o*f .
L 3y0x (0,0, si(xy)=(00)
Ou
f af
9*f 3O =500
dydx 0.0 = r111—>0 h =-1L
4, Comme (0 0) * o= (0 0)

Le théoreme de Schwarz permet de conclure que les dérivées secondes cr0|sees

ne sont pas continue en (0,0).

(x y) etﬁ(x y)




