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2سلسلة التطبيقات رقم حلول   

 :التمرين الأول

 تذكير

,𝑎]التقسيم المتساوي للمجال • 𝑏] :. ∀𝑖 ∈ {1،2،3…………𝑛 − 1،𝑛}: 𝑥𝑖 = 𝑎 +
𝑏−𝑎

𝑛
𝑖   ،Δ𝑥𝑖 =

𝑏−𝑎

𝑛
 

𝑠𝑛الأصغر:  داربوامجموع • = ∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1 Δ𝑥𝑖    ، الأكبر:  داربوامجموع𝑆𝑛 = ∑ 𝑀𝑖

𝑛
𝑖=1 Δ𝑥𝑖   حيث 

𝑀𝑖 = 𝑠𝑢𝑝
𝑥𝑖−1≤𝑥≤𝑥𝑖

𝑓(𝑥) 𝑚𝑖و = 𝑖𝑛𝑓
𝑥𝑖−1≤𝑥≤𝑥𝑖

𝑓(𝑥) 

. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑆𝑛 − 𝑠𝑛) = 0 ⟺  • 𝑓 للمكاملةقابل ريمان،بمفهوم  
 

[𝑎, 𝑏] = [1,2] ;  𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 ا(

𝑥𝑖 = 1 +
1

𝑛
𝑖   Δ𝑥𝑖 =

1

𝑛
 

فإن:   [𝑎, 𝑏] متناقص على المجال   𝑓 بما أنَ    

𝑀𝑖 = 𝑠𝑢𝑝
𝑥𝑖−1≤𝑥≤𝑥𝑖

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑖−1) =
𝑛

𝑛 + 𝑖 − 1
𝑚𝑖و = 𝑖𝑛𝑓

𝑥𝑖−1≤𝑥≤𝑥𝑖

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑖) =
𝑛

𝑛 + 𝑖
 

 ومنه

𝑆𝑛 =∑𝑀𝑖Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑
1

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑛

𝑖=1

   ;    𝑠𝑛 =∑𝑚𝑖Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑
1

𝑛 + 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 اذا 

𝑆𝑛 − 𝑠𝑛 =∑
1

𝑛 + 𝑖 − 1

𝑛

𝑖=1

−∑
1

𝑛 + 𝑖

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
−
1

2𝑛
=
1

2𝑛
 

 ومنه

⟸   𝑓  قابل للمكاملة بمفهوم ريمان.    𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑆𝑛 − 𝑠𝑛) = 0   

 : التمرين الثاني

 تذكير

∫هو نهاية مشتركة للمتتاليتين:  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
فإن العدد    [𝑎, 𝑏] قابلا للمكاملة، بمفهوم ريمان، على المجال    𝑓 إذا كان التابع•  

. 𝑢𝑛 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
∑𝑓(𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
𝑘 )

𝑛−1

𝑘=0

،𝑣𝑛 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
∑𝑓(𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
𝑘 )

𝑛

𝑘=1

 

𝑢𝑛( ا = ∑
𝑛

(𝑛+𝑘)2
𝑛
𝑘=0 

𝑢𝑛 = ∑
𝑛

(𝑛 + 𝑘)2

𝑛

𝑘=0

=
1

𝑛
∑

1

(1 +
𝑘

𝑛
)
2

𝑛

𝑘=0

=
𝑏 − 𝑎

𝑛
∑𝑓(𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
𝑘 )

𝑛

𝑘=0
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𝑎حيث  = 1  ;   𝑏 = 2  ;   𝑓(𝑥) =
1

𝑥2
 و منه فإن: 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑢𝑛 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

1

= ∫
1

𝑥2
𝑑𝑥

2

1

= [−
1

𝑥
]
1

2

=
1

2
 

 :التمرين الثالث

 تذكير

 المكاملة بتغيير المتغير في حالة التكامل المحدد:•
,𝛼]على المجال  𝐶1تابع من الصنف  φليكن  𝛽]  و𝑓  تابع من الصنف𝐶0  على المجالφ([𝛼, 𝛽]):عندئذ فإن ، 

 .𝑏 = φ(𝛽), 𝑎 = φ(𝛼)  حيث ،∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(φ(𝑡))𝑑𝑡

𝛽

𝛼
 

 المكاملة بتغيير المتغير في حالة التكامل غير المحدد: •

ℎ: 𝐼ليكن  ⟶ 𝐽  ديفيومورفيزم من الصنف𝐶1 (difféomorphisme de classe  𝐶1 بوضع )𝑥 = ℎ(𝑡)  و 

. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(ℎ(𝑡))ℎ′(𝑡)𝑑𝑡 : عندئذ فإن 𝑑𝑥 = ℎ′(𝑡)𝑑𝑡 

𝑱𝒏: ل من النوعحساب تكام• = ∫
𝟏

(𝟏+𝒕𝟐)
𝒏 𝒅𝒕::نستعمل المكاملة بالتجزئة فنحصل على العلاقة التراجعية التالية 

(∗)………∀ 𝑛 ≥ 1:  2𝑛𝐽𝑛+1 = (2𝑛 − 1)𝐽𝑛 +
𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
𝐽1 و = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝐶 

,𝑹(𝒔𝒊𝒏𝒙∫التكاملات من النوع • 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒅𝒙 ، حيث𝑹(𝒙,𝒚)  كسر ناطق في المتغيرين𝒙و 𝒚: يمكن تحويل هذا التكامل إلى

𝑡تكامل كسر ناطق باستعمال التغيير في المتغير  = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
𝑑𝑥حيث   =

2

1+𝑡2
𝑑𝑡  ;  cos 𝑥 =

1−𝑡2

1+𝑡2
 ;    sin 𝑥 =

2

1+𝑡2
 

,𝑹(𝒙∫التكاملات من النوع • (
𝒂𝒙+𝒃

𝒄𝒙+𝒅
)

𝒎

𝒏
, (
𝒂𝒙+𝒃

𝒄𝒙+𝒅
)

𝒑

𝒒
, …… , (

𝒂𝒙+𝒃

𝒄𝒙+𝒅
)

𝒓

𝒔
)𝒅𝒙، حيث𝑅(𝒙,𝒚,…… , 𝒛)  كسر ناطق في

, 𝒙المتغيرات  𝒚,…… , 𝒛  و
𝒎

𝒏
,
𝒑

𝒒
, …… ,

𝒓

𝒔
𝑡حساب هذا النوع من التكاملات نستعمل التغيير في المتغير ل:ناطقةأعداد   =

(
𝒂𝒙+𝒃

𝒄𝒙+𝒅
)

𝟏

𝒌
, 𝑛: هو المضاعف المشترك الأصغر للأعداد 𝑘، حيث  𝑞 , ………… , 𝑠. 

𝐼(ا = ∫
1

3 √𝑥+13 −𝑥+1
𝑑𝑥 

𝑡نضع = (𝑥 + 1)
1

𝑑𝑥ومنه  3 = 3𝑡2𝑑𝑡  ⟸ 𝑥 + 1 = 𝑡3 

𝐼إذا = ∫
1

3𝑡−𝑡3+2
3𝑡2𝑑𝑡 = ∫

3𝑡2

−𝑡3+3𝑡+2
𝑑𝑡. 

𝑡3−لدينا:  + 3𝑡 + 2 = (2 − 𝑡)(𝑡 + 1)2 

نضع   
3𝑡2

3𝑡−𝑡3+2
=

3𝑡2

(2−𝑡)(𝑡+1)2
=

𝑎

2−𝑡
+

𝑏

𝑡+1
+

𝑐

(𝑡+1)2
 

𝑎بعد تبسيط الطرف الثاني و المطابقة نتحصل على:  =
4

3
, 𝑏 = −

5

3
, 𝑐 =  و منه 1

𝐼 = −
4

3
∫

1

𝑡 − 2
𝑑𝑥 −

5

3
∫

1

𝑡 + 1
𝑑𝑥 +∫

1

(𝑡 + 1)2
𝑑𝑥 

. 𝐼 = −
4

3
𝑙𝑛|𝑡 − 2| −

5

3
𝑙𝑛|𝑡 + 1| −

1

𝑡 + 1
+ 𝐶 

𝑡بتعويض  = (𝑥 + 1)
1

 نحصل على النتيجة التالية: 3
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. 𝐼 = −
4

3
𝑙𝑛 |√𝑥 + 1

3
− 2| −

5

3
𝑙𝑛 |√𝑥 + 1

3
+ 1| −

1

√𝑥 + 1
3

+ 1
+ 𝐶 

𝐽( ب = ∫ √𝑥2 +2𝑥 + 5
1

2
−1

𝑑𝑥 

𝑥2:لدينا + 2𝑥 + 5 = (𝑥 + 1)2 + 𝑥، نضع 22 + 1 = 2 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑡 ومنه𝑑𝑥 = 2 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑡 𝑑𝑡 

𝑥 =
1

2
⟺ (−1 + 2 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑡 = −1) ⟺ 𝑡 = 0 

𝑥 = −1⟺ (−1 + 2 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑡 = −1) ⟺ 𝑡 = 𝑙𝑛2 

 إذا 

𝐽 = ∫ √𝑥2 + 2𝑥+ 5

1

2

−1
𝑑𝑥 = ∫ √4𝑠𝑖𝑛ℎ

2
𝑡 + 4

𝑙𝑛2

0

(2𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑡 𝑑𝑡) = 4∫ √𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑡
𝑙𝑛2

0
𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑡𝑑𝑡 

𝑡∀: وبما أنَ  ∈  [0, 𝑙𝑛2]: 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑡 >  فإن: 0

𝐽 = 4∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑡
𝑙𝑛2

0

dt = 4∫
𝑐𝑜𝑠ℎ 2𝑡 + 1

2

𝑙𝑛2

0

𝑑𝑡 = [𝑠𝑖𝑛ℎ 2𝑡 + 2𝑡]0
𝑙𝑛2 = 𝑠𝑖𝑛ℎ(2𝑙𝑛2) + 2𝑙𝑛2 

. 𝐽 = 2𝑙𝑛2 +
15

8
 

𝑘(جـ = ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥
1+𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑑𝑥 . 

𝑡بوضع   = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
𝑠𝑖𝑛و  𝑥 =

2𝑡

1+𝑡2
  ;   𝑑𝑥 =

2

1+𝑡2
𝑑𝑡:َفإن 

. 𝑘 = ∫
𝑠𝑖𝑛 𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

2𝑡

1+𝑡2

1 +
2𝑡

1+𝑡2

2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 = ∫

4𝑡

(𝑡2 + 1)(𝑡 + 1)²
𝑑𝑡 

 نضع  

4𝑡

(𝑡2 + 1)(𝑡 + 1)²
=
𝑎𝑡 + 𝑏

𝑡² + 1
+

𝑐

𝑡 + 1
+

𝑑

(𝑡 + 1)²
 

𝑎بعد تبسيط الطرف الثاني و المطابقة نتحصل على:  = 0،  𝑏 = 2 ، 𝑐 = 0 ،𝑑 =  و منه 2−

𝑘 = 2∫
1

𝑡² + 1
𝑑𝑥 − 2∫

1

(𝑡 + 1)2
𝑑𝑥 = 2𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑡 +

2

𝑡 + 1
+ 𝐶 

𝑡بتعويض  = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
 نحصل على النتيجة التالية: 

. 𝑘 = 𝑥 +
2

𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
+ 1

+ 𝐶 
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 :التمرين الرابع

 تذكير

 حالة التكامل المحدد:في بالتجزئة المكاملة •

,𝑣ليكن  𝑢  توابع من الصنف𝐶1  على المجال[𝑎, 𝑏]:عندئذ فإن ، 

∫ 𝑢𝑣′
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = [𝑢𝑣]𝑎
𝑏 −∫ 𝑢′𝑣

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 في حالة التكامل غير المحدد: بالتجزئةالمكاملة  •

,𝑣و ℝمجال من  𝐼ليكن  𝑢  توابع من الصنف𝐶1  على المجال𝐼:عندئذ فإن ، 

. ∫ 𝑢𝑣′ 𝑑𝑥 = 𝑢𝑣 − ∫𝑢′𝑣 𝑑𝑥 

.(ا 𝐼 = ∫𝑥2𝑙𝑛
𝑥−1
𝑥
𝑑𝑥 

{
𝑣′ = 𝑥2

𝑢 = 𝑙𝑛
𝑥 − 1

𝑥

⟹

{
 

 𝑣 =
1

3
𝑥3

𝑢′ =
1

𝑥(𝑥 − 1)

 

𝐼 = 𝑢𝑣 −∫𝑢′𝑣 𝑑𝑥 =
1

3
𝑥3𝑙𝑛

𝑥 − 1

𝑥
−∫

1

𝑥(𝑥 − 1)

1

3
𝑥3 𝑑𝑥 

𝐼 =
1

3
𝑥3𝑙𝑛

𝑥 − 1

𝑥
−
1

3
∫
𝑥2

𝑥− 1
𝑑𝑥 

𝑥على  𝑥²بالقسمة الإقليدية لـ  − نحصل على الآتي:  1
𝑥2

𝑥−1
= 𝑥 + 1 +

1

𝑥−1
 ومنه

𝐼 =
1

3
𝑥3𝑙𝑛

𝑥 − 1

𝑥
−
1

3
∫(𝑥 + 1 +

1

𝑥 − 1
)𝑑𝑥 

. 𝐼 =
1

3
𝑥3𝑙𝑛

𝑥 − 1

𝑥
−
1

6
𝑥2 −

1

3
𝑥 −

1

3
𝑙𝑛|𝑥 − 1| + 𝐶 

.(ب 𝐽 = ∫ 𝑥𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑥
1

0
𝑑𝑥 

{ 𝑣′ = 𝑥
𝑢 = 𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑥

⟹ {
𝑣 =

1

2
𝑥2

𝑢′ =
1

𝑥2 + 1

 

𝐽 = ∫ 𝑢𝑣′
1

0

𝑑𝑥 = [
1

2
𝑥2𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑥]

0

1

−
1

2
∫

1

𝑥2 + 1
𝑥2

1

0

𝑑𝑥 
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𝐽 =
𝜋

8
−
1

2
∫ 1 −

1

𝑥2 + 1

1

0

𝑑𝑥 =
𝜋

8
−
1

2
[𝑥 − 𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑥]0

1 

. 𝐽 =
𝜋

4
−
1

2
 

 

 :خامسالتمرين ال.

∫(ا
𝑥⁵+3𝑥⁴+3𝑥

(𝑥²+1)(𝑥+2)²
𝑑𝑥. 

𝑥⁵بالقسمة الإقليدية لـ  + 3𝑥⁴ + 3𝑥  على(𝑥² + 1)(𝑥 +  نحصل على الآتي:  ²(2

𝑥⁵ + 3𝑥⁴ + 3𝑥

(𝑥² + 1)(𝑥 + 2)²
= 𝑥 − 1 +

−𝑥³ + 𝑥² + 3𝑥 + 4

(𝑥² + 1)(𝑥 + 2)²
 

 :نضع

−𝑥³ + 𝑥² + 3𝑥 + 4

(𝑥² + 1)(𝑥 + 2)²
=
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥² + 1
+

𝑐

𝑥 + 2
+

𝑑

(𝑥 + 2)²
 

𝑎بعد تبسيط الطرف الثاني و المطابقة نتحصل على:  = 0،  𝑏 = 1 ، 𝑐 = −1 ،𝑑 =  و منه 2

𝐼 = ∫(𝑥 − 1+
1

𝑥² + 1
+

−1

𝑥 + 2
+

2

(𝑥 + 2)²
)𝑑𝑥 

. 𝐼 =
1

2
 𝑥² − 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛𝑥−  𝑙𝑛|𝑥 + 2| −

2

𝑥 + 2
+ 𝐶 

.(ب 𝐽 = ∫ √𝑥𝑙𝑛
𝑥+1

𝑥

3

1
𝑑𝑥 

{
𝑣′ = √𝑥

𝑢 = 𝑙𝑛
𝑥+ 1
𝑥

⟹ {
𝑣 =

2

3
𝑥
3

2

𝑢′ =
−1

𝑥2 + 𝑥

 

𝐽 = [
2

3
𝑥
3

2𝑙𝑛
𝑥 + 1

𝑥
]
1

3

−
2

3
∫

−1

𝑥2 + 𝑥
𝑥
3

2

3

1

𝑑𝑥 

𝐽 = 2√3𝑙𝑛
4

3
−
2

3
𝑙𝑛2 +

2

3
∫

√𝑥
𝑥 + 1

3

1

𝑑𝑥
⏟      

𝐴

 

𝑡: نضع 𝐴حساب التكامل = √𝑥ومنه𝑥 = 𝑡2 و𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡 

𝑥 = 3⟺ (𝑡2 = 3) ⟺ 𝑡 = √3 ;  𝑡 =  (مرفض) 3√−
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𝑥 = 1 ⟺ (𝑡2 = 1) ⟺ 𝑡 = 1 ;  𝑡 =  (مرفض) 1−

𝐴 = ∫
𝑡

𝑡2 + 1

√3

1

2𝑡𝑑𝑡 = 2∫ 1−
1

𝑡2 + 1

√3

1

𝑑𝑡 

𝐴 =  2[𝑥 − 𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑥]1
√3 = 2(√3 −

𝜋

3
) − 2 (1 −

𝜋

4
) = 2√3 − 2 −

𝜋

6
 

 إذا

. 𝐽 = 2√3𝑙𝑛
4

3
−
2

3
𝑙𝑛2 +

4

3
√3 −

4

3
−
𝜋
9

 

𝑘(جـ = ∫
𝑠𝑖𝑛 2𝑥

1+𝑐𝑜𝑠 𝑥+𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝜋
2
0

𝑑𝑥. 

𝑘 = ∫
𝑠𝑖𝑛 2𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝜋

2

0

𝑑𝑥 = 2∫
𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝜋

2

0

𝑑𝑥 

𝑡بوضع   = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
 فإنَ: 

𝑥 =
1

2
⟹ 𝑡 = 𝑡𝑎𝑛

𝜋

4
= 1 

𝑥 = 0 ⟹ 𝑡 = 𝑡𝑎𝑛 0 = 0 

𝑘 = 2∫
(
1−𝑡2

1+𝑡2
) (

2𝑡

1+𝑡2
)

1 +
1−𝑡2

1+𝑡2
+

2𝑡

1+𝑡2

1

0

(
2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡) = ∫

−4𝑡(𝑡 − 1)

(𝑡² + 1)²

1

0

𝑑𝑡 

 نضع  

−4𝑡(𝑡 − 1)

(𝑡2 + 1)²
=
𝑎𝑡 + 𝑏

𝑡² + 1
+

𝑐𝑡 + 𝑑

(𝑡² + 1)²
 

𝑎بعد تبسيط الطرف الثاني و المطابقة نتحصل على:  = 0،  𝑏 = −4 ، 𝑐 = 4 ،𝑑 =  و منه 4

𝑘 = ∫
−4

𝑡² + 1
+

4𝑡 + 4

(𝑡² + 1)²

1

0

𝑑𝑡 = ∫
−4

𝑡² + 1
+

4𝑡

(𝑡² + 1)²
+

4

(𝑡² + 1)²

1

0

𝑑𝑡 

. 𝑘 = [−4𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑡 +
−2

𝑡² + 1
]
0

1

+∫
4

(𝑡² + 1)²

1

0

𝑑𝑡 = −𝜋 + 1 + 4∫
1

(𝑡² + 1)²

1

0

𝑑𝑡
⏟          

𝐵

 

 .(∗)نستعمل المكاملة بالتجزئة أو يمكن استخدام العلاقة التراجعية  𝐵لحساب التكامل 

𝑛بتعويض  = 2𝐽2نحصل على:  (∗)في العلاقة  1 = 𝐽1 +
𝑡

(1+𝑡2)1
= 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥+

𝑡

1+𝑡2
 ومنه
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𝐽2 = ∫
1

(𝑡² + 1)²
𝑑𝑡 =

1

2
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑡 +

𝑡

2(𝑡2 + 1)
 

𝑘ا إذ = −𝜋 + 1 + 4 [
1

2
𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑡 +

𝑡

2(𝑡2+1)
]
0

1

= 2 −
𝜋

2
 

 06التمرين السادس 

,∞−[و  ]∞+,0[مستمرة في المجالين  𝑓 لدينا( 1 0[. 

 lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

(√𝑥2 − 2𝑥) = 0 = 𝑓(0)  و 

 lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

(√𝑥ln(𝑥 + 1)) = 0 = 𝑓(0)   و منه𝑓  0مستمرة عند. 

2 )∫ 𝑓(𝑥)
1

−1
𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)

0

−1
𝑑𝑥⏟      

𝐼

+ ∫ 𝑓(𝑥)
1

0
𝑑𝑥⏟      

𝐽

. 

𝐼 = ∫ √𝑥2 − 2𝑥
0

−1
𝑑𝑥 = ∫ √(𝑥 − 1)2 − 1

0

−1
𝑑𝑥 نضع 𝑥 − 1 = −cosh 𝑡 و منه 

 𝑥 = 0 ⟺ 𝑡 = 0 

 𝑥 = −1⟺ 𝑡 = ln(√3 + t  أو (2 = ln(−√3 +  و منه(2

 𝐼 = ∫ √cosh2 𝑡 − 1
0

ln(√3+2)
(−sinh𝑡dt) = ∫ √cosh2 𝑡 − 1

ln(√3+2) 

0
sinhdt 

sinh𝑡فإن  ]∞+,0[في المجال  >  ومنه  0

 𝐼 = ∫ sinh2 𝑡 𝑑𝑡
ln(√3+2)

0
= ∫

cosh2 𝑡−1

2
𝑑𝑡

ln(√3+2)

0
= [

sinh2𝑡+2𝑡

4
]
0

ln(√3+2)

= √3−
1

2
ln(√3 + 2) 

𝐽حساب التكامل   = ∫ √𝑥ln(𝑥 + 1)
1

0
𝑑𝑥. 

{ 𝑣′ = √𝑥
𝑢 = ln(𝑥+ 1)

⟹ {
𝑣 =

2

3
𝑥
3

2

𝑢′ =
1

𝑥 + 1

 

 𝐽 = [
2

3
𝑥
3

2ln(𝑥 + 1)]
0

1

−
2

3
∫

1

𝑥+1
𝑥
3

2
1

0
𝑑𝑥 

 𝐽 =
2

3
ln2 −

2

3
∫

𝑥√𝑥

𝑥+1

1

0
𝑑𝑥⏟      

𝐴

 

 .𝐴حساب التكامل 

𝑡نضع   = √𝑥  و منه𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡. 
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𝐴 = ∫
𝑡3

𝑡2 + 1
2𝑡

1

0

𝑑𝑡 = 2∫
𝑡4

𝑡2 + 1

1

0

𝑑𝑡 = 2∫
1

𝑡2 + 1

1

0

+ 𝑡2 − 1𝑑𝑡 = 2 [𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑡 +
1

3
𝑡3 − 𝑡]

0

1

=
1

2
𝜋 −

4

3
 

𝐽و منه  =
2

3
ln2 −

1

3
𝜋 +

8

9
. 

∫إذن  𝑓(𝑥)
1

−1
𝑑𝑥 = √3 −

1

2
ln(√3 + 2) +

2

3
ln2 −

1

3
𝜋 +

8

9
. 


