
STATISTIQUE DESCRIPTIVE


On appelle statistique l'ensemble des méthodes qui servent à organiser les expériences fournissant les observations, à analyser celles ci et à interpréter les résultats. Cette disciplNe utilise une certaine terminologie.


I - DEFINITIONS 
	

Statistiques :	Ce sont des collections de nombres présentées sous forme de tableaux ou de graphes groupant des observations relatives à un phénomène considéré (Minéralisation par exemple). 
	Exemple : Un tableau de données d'analyse chimique ou de propriétés physiques d’un sol ou de roches en places. 

Variable statistique : 	Une étude statistique porte généralement sur un ou plusieurs caractères déterminés pour chacun des éléments d'un ensemble de données. 

Exemple : La teneur en un élément chimique des échantillons géologiques peut être un premier caractère d'un tableau statistique et la couleur de ces échantillons un 2ème caractère. Ce ou ces caractères diffèrent d'un élément à un autre : il y a donc variabilité. 

On appelle variable statistique le caractère sur lequel porte l'étude. Ce caractère peut être qualitatif : la couleur d'un minéral, ou quantitatif : les teneurs chimiques d'une série d'échantillons géologiques. 
Cette variabilité est dite continue si les valeurs sont très proches les unes des autres. S'il existe un certain intervalle constant ou non entre les valeurs, comme par exemple les teneurs obtenues par analyse spectrale semi - quantitative, alors la variable est dite discrète. 

Population et Echantillon statistique : L'ensemble des observations possibles sur la variable étudiée est appelée population statistique. 

Exemple : L'ensemble des teneurs de la surface d’un sol formerait la population statistique. 

Comme il n'est pas toujours possible d'étudier toute la population, l'étude statistique portera alors sur une partie de celle ci. Cette partie de population est appelée échantillon statistique (à ne pas confondre avec échantillon géologique). 

Exemple : les échantillons géologiques prélevés a maille régulière d’une surface d’un sol formeraient un échantillon statistique par rapport à l'ensemble des échantillons géologiques qu'il est possible de prélever. 

Série statistique : L'ensemble des données de la variable est appelé série statistique. Si les valeurs 
sont classées par ordre croissant, la série statistique est dite ordonnée et la différence entre la plus petite et la plus grande valeur est appelée étendue de la série.
 
Exemple : Soit Xmin = 46ppm, la teneur minimal en Pb d'un tableau d'analyses chimiques et Xmax = 70ppm la teneur maximale, l'étendue est alors égale à (70ppm – 46ppm) = 24ppm. 

Classes et intervalle de classes : Quand les valeurs d'une série statistique sont très proches les unes 
des autres, elles sont alors regroupées en classes dont l'amplitude est constante. Cette amplitude est appelée intervalle de classe. 
Il n'existe pas de méthodes universelles pour le choix de l'intervalle de classe. Généralement on prend n = N
où n est le nombre de classes, et N l'effectif de l'échantillon statistique.
 L'amplitude des classes k est égale à l'étendue divisée par le nombre de classes. 


   				

Xmin et Xmax sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur de la série statistique.

Centre de classe et variable aléatoire : La valeur qui correspond à la demie - somme des valeurs 
extrêmes de la classe est appelée centre de classe. Elle est notée Xi et appelée variable aléatoire. 

Fréquence relative et fréquence cumulée : Si ni est l'effectif de la ième classe et N l'effectif total, 
ni/N est appelé effectif ou fréquence relative de la classe i. Si nicum = n1 + n2 + ...+ ni, alors nicum est appelée effectif cumulé et nicum/N est appelé fréquence cumulée. 



Si  et k le nombre de classe alors : 		


II - PARAMETRES DE POSITION CENTRALE 


Ces paramètres permettent de quantifier la tendance centrale des valeurs d'une série statistique. Les principaux paramètres de tendance centrale sont le mode, la médiane et la moyenne arithmétique. 

Le mode : Désigné généralement par Mo, il est définie comme étant la valeur de la variable aléatoire qui a l'effectif le plus élevé. Une série statistique peut être uni ou multimodale.
Le nombre de modes d'une série statistique renseigne sur l'homogénéité ou l'hétérogénéité de l'échantillon ou population statistique. Cependant dans le cas de classement de la série statistique, le nombre de modes peut être fonction du nombre de classes et l'intervalle de classe. 


La médiane : La médiane est la valeur de la variable qui correspond à un effectif cumulé de 50%.

La moyenne arithmétique :
Rappelons les principales propriétés des sommes algébriques :


1 -  

2 -  

3 -  

Si N est l'effectif de l'échantillon statistique, n' le nombre de classes et ni l'effectif de la ième classe alors on peut écrire : 

  N = n1 + n2 +..+ ni +..+ nn'
 	
La moyenne arithmétique désignée souvent par M oux est égale à la somme de la série statistique divisée par l'effectif N. 
Si X est une variable discrète alors :



   
Si X est une variable continue et si Xi représente le centre de la classe i et ni/N; son effectif fi alors : 

				
  
La moyenne arithmétique joue le rôle d'un certain milieu par rapport aux extrêmes. Elle est l'analogue d'un centre de gravité.


III - PARAMETRES DE DISPERSION


Les paramètres de dispersion permettent de quantifier la dispersion des valeurs de la série statistique. Les principaux paramètres sont l'étendue, les quartiles, la variance, l'écart type et le coefficient de variation. 

L'étendue : c'est la différence entre les valeurs extrêmes de la série statistique ordonnée. 

Quartile : La valeur telle que 25% des valeurs lui soient inférieures et donc 75% supérieures, est appelée premier quartile d'une série statistique. 

Variance : elle est désignée par S2 . Dans le cas de variable discrète, elle est égale à :




 N - l'effectif total; x - moyenne arithmétique et xi - variable


dans le cas de variable continue alors :


 n' - nombre de classe, Xi - centre de classe, fi - fréquence relative 

de la classe i

Le calcul de la variance suppose déjà connu la moyenne arithmétique. La variance d'un échantillon statistique est généralement désigné par S2 et celle de toute la population par 2. 
   
Ecart type S ou  : C'est la racine carrée de la variance

    
Coefficient de variation : C'est le rapport Ecart type sur la moyenne multiplié par 100: 



 	- Le coefficient de variation mesure la dispersion relative.


IV - REPRESENTATION GRAPHIQUE


Il existe plusieurs types de graphes; cependant les graphes les plus utilisés sont ceux en bâtons, en rectangles et les polygones de fréquences. Le graphe formé par des rectangles ayant pour largeurs les classes et pour hauteur une longueur proportionnelle à l'effectif correspondant ni, est appelé histogramme. On obtient un histogramme en plaçant les centres de classes par ordre croissant sur l'axe des abscisses et les fréquences relatives sur l'axe des ordonnées (Fig.1).

a-1. Diagramme en bâtons:
C’est un ensemble de bâton ayant pour abscisse les valeurs x1, x2, x3, …. xn du caractère et en chacun des points d’abscisse xi correspond une cordonnée proportionnelle à l’effectif ni de xi. Exemple: Présentation graphique de l’exemple précédent (150 grenouilles).
[image: ]



a-2. Polygone des fréquences : On obtient le polygone des fréquences en joignant par des 
segments droits les extrémités des bâtons, c’est un graphique linéaire passant par des points 
ayant pour abscisse xi et pour coordonnés ni.
Exemple: le même exemple des grenouilles.
[image: ]
a-3. Diagramme cumulatif : On appelle l’effectif cumulatif jusqu’à la iième valeur xi du 
caractère la somme n1 + n2 + ……..+ ni des  effectifs obtenus pour les iième valeurs du 
caractère.    De  même  la  fréquence  relative  cumulative. Dans  ce  cas  les  bâtons  ont  des 
longueurs proportionnelles aux effectifs cumulés (ou fréquences cumulées), le diagramme 
prends donc la forme d’un escalier.
Exemple: Prenons le même exemple (celui de 150 grenouilles).

[image: ]
[image: ]
b. Caractère continu :
b.1.  Histogramme et  polygone  des  fréquences: L’histogramme est  un  ensemble  de 
rectangles ayant pour largeur l’amplitude (étendu) de la classe et pour hauteur l’effectif de la 
classe.
La ligne joignant les milieux des bases supérieures des différents rectangles adjacents forme 
ce qu’on appelle Polygone des fréquences (absolues ou relatives)
Exemple précédent: Poids des nouveaux-nés.

[image: ]
Polygone des effectifs cumulés: Il s’obtient en portant en ordonnée les effectifs cumulés et 
en abscisse xi.

V - EXEMPLE DE TRAITEMENT STATISTIQUE


Soit l'étude d'une série de 140 échantillons géochimiques analysées sur Fe2O3. A partir de ces 140 données initiales, on établit le tableau statistique. Le nombre de classe choisi est de 10, l'intervalle de classe est 5%. 


- l'effectif N est de 140;
- l'étendue est de (67.5 - 17.5) = 50 %;


Tableau 1 - Statistique des teneurs en Fe2O3
	I
	Intervalle
	Centre de cl.Xi (%)
	Effectif
ni
	Effectif cumulé
	Fréquence relative fi
 (%)
	Fréquence cumulée Fi
 (%)
	fi.Xi
	fi(Xi-M)2

	1
	[17,5-22,5[
	20
	8
	8
	 5.71
	5.71
	114.20
	29.11

	2
	[22,5-27,5[
	25
	10
	18
	7.14
	12.86
	178.50
	21.99

	3
	[27,5-32,5[
	30
	18
	36
	12.86
	25.71
	385.80
	20.48

	4
	[32,5-37,5[
	35
	12
	48
	8.57
	34.28
	299.95
	4.97

	5
	[37,5-42,5[
	40
	10
	58
	7.14
	41.42
	285.60
	0.48

	6
	[42,5-47,5[
	45
	22
	80
	15.71
	57.13
	706.95
	5.21

	7
	[47,5-52,5[
	50
	30
	110
	21.43
	78.56
	1071.50
	17.72

	8
	[52,5-57,5[
	55
	16
	126
	11.43
	89.99
	628.65
	17.53

	9
	[57,5-62,5[
	60
	8
	134
	5.71
	95.70
	342.60
	17.26

	10
	[62,5-67,5]
	65
	6
	140
	4.29
	99.99
	278.85
	21.53



- dans cette série, il y a 2 modes qui sont :
  Mo1 = 30 % et Mo2 = 50 %
- la médiane est égale à 45 %; 
- la moyenne arithmétique est égale à 42.6%;
- la variance expérimentale S2 = 156.33 (%)2
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PROBABILITES



Les probabilités permettent de modéliser les statistiques (données expérimentales) en établissant les lois qui les régissent afin de les estimer ou de prévoir différents phénomènes.


I - DEFINITIONS


Probabilité de a : La probabilité d'un événement a (par exemple une teneur dans un minerai qui est égale ou supérieure à une certaine valeur tc) est égale au rapport du nombre n de cas favorables de cet événement, (dans l'exemple donné ce sera l'effectif des teneurs égales à cette valeur dans tout le gisement) par le nombre d'événements possible N (l'ensemble des teneurs de ce gisement). 


	;   n - Nombre de cas favorables et N - Nombre de cas possibles.

Evénement contraire : 




et donc		  P(a) +P(a) = 1 = 100%

Impossibilité et certitude : On dit qu'il y a impossibilité lorsque n = 0 et certitude lorsque n = N. 
 Exemple : Si toutes les teneurs sont inférieures à tc alors n=0 et


 	  ; - Probabilité nulle

et si toutes les teneurs sont égales ou supérieures à tc alors n = N 


et: 		;	 	- Certitude

Espérance mathématique : Elle est notée E(x) et égale à la somme des produits des probabilités successives par leurs valeurs. 



Si Pi est remplacé par ni/N on a alors : 

	

Ainsi nous obtenons une identité entre les notions de moyenne arithmétique et l'espérance mathématique.

 Nous retrouvons aussi les mêmes propriétés que pour les sommes algébriques


1 -  

2 -  

3 -  

Moment d'ordre n :

On appelle moment d'ordre n d'une variable x, l'espérance mathématique de x à la puissance n et il est noté E(xn ). 

Moment centré d'ordre n : 
Le moment centré d'ordre n d'une variable x de moyenne M, que l'on note E{(x-M)n}, est égale à l'espérance mathématique de (x-M)n. 

Carré de l'erreur-type :
Le carré de l'erreur-type noté 2 est égale à la somme du produit des écarts à l'espérance mathématique au carré par les probabilités respectives. 




Or il y a identité entre E(x) et M d'une part et d'autre part, par définition P(X=xi)=ni/N c'est aussi celle de la fréquence relative fi; nous notons donc l'identité entre le carré de l'erreur-type et la variance expérimentale.




=



II - LOIS DE PROBABILITES


Soit la fonction P telle que :

		-	0 P(x)  1
	-	P()=1
· P()=0

Cette fonction est appelé loi de probabilité d'un événement x sur un ensemble . La probabilité d'un événement x peut être écrite indifféremment P(x) ou Pr(x).

C'est un modèle mathématique susceptible de décrire le caractère aléatoire d'une expérience dont l'ensemble des résultats est . 
Si, dans un gisement, on arrive à déterminer quelles sont les probabilités P pour chacune des teneurs x, on établira alors la loi de probabilité de cette variable teneur - fonction susceptible de décrire la distribution de l'ensemble  des teneurs dans le gisement.

Fonction de répartition :
	Si X est une variable aléatoire définie sur (,P), la loi Px de X est définie sur R. Nous pouvons nous limiter à des intervalles de  (R dans ce cas) comme par exemple :]-, x] et alors on appellera fonction de répartition de X, la fonction F(x) définie par :


				F(x)=Px(]- ,x])=Pr(Xx)

	
Cette fonction permet de calculer toutes les probabilités utiles.


Densité et distribution : On dit qu'une variable x possède une densité f(x), si cette dernière fonction est supérieure ou égale à 0 et telle que :




		

f(x) est appelée fonction de densité ou de distribution.


La probabilité d'avoir une valeur comprise entre x et x+dx est notée :


	
 	
si dx est trop grand alors :




	
Lorsque a tend vers - et b vers + alors F(x) tend vers 1


 			f(x) =F'(x) et  














Représentation graphique des fonctions de répartition :


	F(x) étant une intégrale, elle est égale à la surface comprise entre la courbe de la fonction de densité et les bornes a et b.						
 (
f(x)
Densité
)
						
													 


  		 f(a)	 
      




 (
a
) (
b
)

Fig. 2 – Représentation graphique d’une fonction de densité et d’une fonction de répartition

Le diagramme binaire dans lequel on porte les valeurs (teneurs par exemple) xi sur l'axe des abscisses et les P(X=x)=f(x) sur l'axe des ordonnées est appelé graphe de la fonction de distribution. 

La courbe obtenue est appelée courbe de la fonction de densité ou de distribution. Il existe donc une équivalence entre les fréquences et polygone des fréquences d'une part et la fonction et courbe de distribution d'autre part. 


Loi discrète:
 
Si x prend une suite finie ou infinie de valeurs x1 <x2 <x3 <... alors la fonction F(x) est discontinue en x1, x2, à. 
Si x est une variable discrète alors on a :

 Pi=P(xi)=Pr(X=x) ou F(x) 0

Loi continue:
La loi P est dite continue si P(x)=Pr(X=x)=0. Dans ce cas la variable x est une variable continue.


III - DISTRIBUTION THEORIQUE - LA LOI NORMALE


	Il existe plusieurs lois de distributions théoriques parmi lesquelles la loi exponentielle, la loi de poisson ainsi que la loi normale ou loi de Laplace-Gauss et les lois qui lui sont associées (loi du khi-2, loi de Student à n degrés de liberté,….).

III. 1. - DEFINITION DE LA LOI NORMALE OU LAPLACE-GAUSS

Cette loi est souvent rencontrée dans les Sciences de la Terre.
On dit qu'une variable aléatoire x de moyenne =0 et écart type =1 suit une loi de distribution normale ou gaussienne centrée et réduite si sa fonction de densité f(x) est de la forme : 


         

Elle est notée N(0,1). Sa fonction de répartition est :  




	Le graphe de N(0,1) est une courbe en cloche symétrique par rapport à Oy.
 (
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Fig. 3 - fonction de densité de N(0,1)   
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Fig. 4 - fonction de répartition de N(0,1)

	La fonction de répartition N(0,1) est souvent notée (x)

	La symétrie de la fonction de densité par rapport à Oy se traduit par la propriété suivante :

(-x)=1-(x)
 
		Cette propriété permet donc de calculer (-x) à partir de (x).


III. 2. - TABLE D'UNE LOI DE DISTRIBUTION NORMALE ET SON UTILISATION 


	La table de Gauss (loi normale) donne les valeurs de la fonction de répartition (x) pour x0. Pour (-x), on utilise la propriété précédente.

		P(X 2.11) = (2.11)=0.983
P(X - 2.11)= 1- (2.11)=0.017
P(-1X+1)= (1)- (-1)= (1)-1+ (1) = 2(1)-1 =0.683
P(-2X+2)= (2)- (-2)= (2)-1+ (2) = 2(2)-1 =0.954


III. 3. - LOI DE DISTRIBUTION NORMALE N(,)

	Soit une variable X de moyenne  et d'écart type , la variable y qui est reliée à X par la relation suivante :

		 est dite variable centrée et réduite


et 		 


La variable X suit une N(,) si elle est de la forme : où y suit la loi N(0,1) et/ou si sa fonction de densité est :





Calcul des probabilités relatives à la loi N(,) :

	La probabilité de X suivant la loi N(,) est obtenu à partir de la table de la fonction de répartition  de la loi N(0,1).

Exemple : Si X suit la loi N(3.5;2) alors P(X4)= P[(X-3,5)/2(4-3.5)/2]=P[(X-3,5)/2(0,25]

P[(X-3,5)/20,25]= (0,25)=0,599











Fig. 5 - Table de Gauss
Les intervalles les plus remarquables et souvent rencontrés sont :
P(-< x < +) = 68 %
 	P(-2< x < +2) = 95 %
P(-3< x < +3)= 99 %

III. 4. - GRAPHE DE PROBABILITE ET DROITE DE HENRY 

En considérant simultanément les fonctions de répartitions précédentes (d'une loi normale F(x) et d'une loi normale centrée et réduite F(y)) et comme :


;   on a alors F(x) = F(y)

Réciproquement, si à toute valeur x correspond une valeur y par la formule F(x) = F(y), on a : 



La relation ainsi établie est une relation linéaire du type Y = aX + B qui se traduit, graphiquement, par ce que l'on appelle la Droite de Henry. Cette propriété permet de vérifier si une distribution de données suit ou non la loi normale (test d'homogénéité d'une distribution normale expérimentale).
 	Ce test peut être fait de deux façons : 
 - soit en utilisant le papier de Henry dont l'axe des ordonnées a une échelle gaussienne; 
 - soit par calcul : Les valeurs des inverses de Gauss que l'on désigne par yi s'obtiennent à partir des fréquences cumulées expérimentales. (Il suffit de lire sur la table de la loi normale réduite l'inverse de Gauss qui correspond à chacune des fréquences cumulées). Une fois les yi obtenues on trace le graphique de correspondance entre les xi (teneurs par exemple) et les yi. Ce diagramme est appelé graphe de probabilité.


Si la distribution suit une loi normale N(;), les points du graphe seront approximativement alignés sur une droite d'équation : 




  Y = (1/)X - (/) 

L'efficacité de l'ajustement peut être esrtimé à l'aide du test de Kolmogorov-Smirnov.

Cette propriété est souvent utilisée pour la discrimination des sous-populations quand la série de données est hétérogène (mélange de populations suivant chacune une loi normale). 
 (
t
X
)
Tableau 2 - Détermination des inverses de Gauss des fréquences
 cumulées
	Centres 
De classes
	Effectifs
	Fréquence 
relative (%)
	Fréquence 
cumulée (%)
	Inverse de 
Gauss - t

	X1
	N1
	 f1
	F1
	 t1

	X2
	N2
	 f2
	F2
	 t2

	X.
	N.
	 f.
	F.
	 t.

	Xk
	Nk
	 fk
	Fk
	 tk


Fig. 6 – Droite de Henry

























































                                                  Fig. 7 - Graphe de probabilité

III. 5. - DISTRIBUTION MULTIVARIABLE - MULTINORMALE

Soit un ensemble de n variables indépendantes centrées et réduites et chacune d'elle suivant une loi normale. La loi de distribution multivariable sera le produit de ces n distributions. 

 f(x1, x2, .. , xn) = f(x1).f(x2)....f(xn) 

Cela revient à calculer les probabilités du vecteur X : 


		 		 qui a comme fonction de densité f(X) :
   

	

Si on adopte une notation vectorielle où X est un "vecteur colonne" alors :


on a :		  et alors ;
 


 
Si les variables ne sont pas centrées et réduites alors :






III. 6. - LOIS ASSOCIEES A LA LOI NORMALE

Les principales lois associées à la loi normale sont la loi du 2 (lire Chi-deux), la loi de Student et la loi de Fisher-Snedecor. 

- Variable du 2 à n degrés de liberté (n d.l.)

Soient x1, x2, x3, ..., xn, n variables indépendantes et qui suivent toutes la loi normale N(0,1), la variable telle que :


 ; est une variable du 2 à n degrés de liberté.

 - Variable de Student à n degrés de liberté (n d.l.)
  
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, la première suivant une loi normale N(0,1) et la deuxième Y une loi du 2, la variable T telle que :


 		où   

est appelée variable aléatoire de Student à n degrés de liberté (n d.l.). Cette variable suit la loi dite de Student et elle est notée T(n).

- Variable de Fisher-Snedecor à n1 et n2 degrés de liberté (n1 et n2 d.l.)



 Si  et  sont deux variables du 2 indépendantes alors la variable F telle que :
 

 est appelée variable de Fisher-Snedecor à n1 et n2 degrés de liberté (n1 et n2 d.l.)


IV - DISTRIBUTIONS BIVARIEES ET DEPENDANCE 


Trop souvent dans un gisement polymétallique à (Pb-Zn) par exemple, s'il est nécessaire de connaître la loi de distribution des teneurs de chacun de ces éléments, il est aussi nécessaire de connaître la dépendance entre eux; ce qui, dans certains cas, permet l'estimation de la teneur de l'un à partir de la teneur mesurée de l'autre. La dépendance entre 02 variables peut être déterminée à l'aide de plusieurs paramètres dont la covariance, le coefficient de corrélation simple et la régression linéaire simple. 

1V. 1. - LA COVARIANCE ENTRE X ET Y

 On appelle covariance de x et y leur moment centré d'ordre 1 et 1.

Si E(xy), E(x) et E(y) sont les espérances respectives de (x.y), x et y alors :


	Cov(x.y)=E(xy)-E(x).E(y)

Elle peut être estimée par :




n étant le nombre d'observations ou de mesures

 	La covariance est donc égale à l'espérance du produit moins le produit des espérances.

Notons que : V(x) = E(x2) - [E(x)]2

Si une variance n'est jamais négative, la covariance, elle, peut l'être. Le changement de l'origine n'affecte ni la variance ni la covariance par contre le choix des unités donc de l'échelle les affectera.




IV. 2. - LE COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE SIMPLE ENTRE X ET Y

Le coefficient de corrélation simple entre 02 variables x et y est généralement noté ; il est égale au rapport de la covariance de x et y, sur le produit de leurs écart types x et y.


Le coefficient de corrélation varie entre -1 et +1.
L'estimateur de  est généralement désigné par r :

		 
La signification du coefficient de corrélation dépend du nombre de données utilisé pour son calcul. Généralement ce dernier n'est significatif que s'il satisfait aux conditions suivantes:


                                            
	
Il existe aussi des tables donnant le nombre minimal de données (n) à utiliser pour une valeur d'un coefficient de corrélation simple donnée.

Une propriété importante : le coefficient de corrélation simple est indépendant de l'origine et des unités utilisées, et un changement d'échelle ne l'affectera nullement. 
Si x et y sont indépendantes alors la covariance et le coefficient de corrélation sont nuls.
Si r  0, alors la corrélation est nulle : quand la valeur de x croit celle de y peut aussi bien 
diminuer qu'augmenter.
Si r  + 1 - la corrélation est positive : d'une façon générale quand la valeur de x croit celle de y 
croit aussi.
 Si r  - 1, - la corrélation est négative : d'une façon générale quand la valeur de x croit celle de y 
diminue.

IV. 3. - LA REGRESSION LINEAIRE SIMPLE PAR LA METHODE DES MOINDRES CARRES

La régression linéaire simple est une méthode statistique qui consiste à étudier s'il y a un lien entre 02 variables et s'il est possible de déterminer une relation fonctionnelle entre ces variables. L'une des méthodes la plus simple et la plus utilisée dans le cas de 02 variables est la régression linéaire simple par la méthode des moindre carrés. 

Pour bien situer le problème, prenons l'exemple suivant : 
Dans un gisement polymétallique à Pb-Zn, on se demande s'il n'y a pas un lien entre les teneurs en Pb et celles de Zn. 
Dans ce gisement, 21 échantillons géologiques ont été prélevés et analysés sur Pb et Zn (tab. ). Si le graphe binaire des teneurs Zn(ox)-Pb(oy) montrait que l'ensemble des points (teneurs en Pb, teneurs en Zn) formait un nuage de points allongés en diagonale. Une série de droites d'ajustement peuvent être tracées. Parmi ces droites, il y a une qui ajustera au mieux ce nuage : c'est la droite de régression linéaire simple de la forme Y =aX + b établie à l'aide de la méthode dite de moindres carrés. les coefficients a et b sont des valeurs telles que la somme des différences au carrés des valeurs de y mesurées (vraie) et celles de y*=ax+b estimées soit minimale (Nous allons considérer qu'au niveau du laboratoire, l'erreur commise dans l'analyse de Zn est pratiquement nulle par rapport à l'erreur commise sur la variable Pb).

En posant :


		et 

alors pour que S soit minimale il faudrait que les dérivés en a et b soientt nulles. 



			et 	
	


et         

Des 02 équations précédentes, on trouve :


 		et 		 [image: ]


d'où   			

et où :
mx - moyenne en x
my - moyenne en y
n   - l'effectif de l'échantillon statistique
                                                       y

















                                                                                                                                                                            X

Fig. 8 – Régression linéaire simple entre y et x

V - ESTIMATION 

Cela consiste à se servir des données d'un échantillon statistique pour attribuer certaines valeurs aux paramètres inconnus de la population. Cependant on peut se proposer d'attribuer une valeur unique aux paramètres inconnues et l'on aura alors une estimation dite ponctuelle comme on peut se proposer de d‚terminer un intervalle de confiance dans lequel les paramètres se situeront et l'on aura alors l'estimation dite par intervalle. Dans ce dernier cas il sera encore opportun d'exprimer ou de chiffrer la crédibilité attachée à cet intervalle. Cette crédibilité est appel‚e niveau de confiance. Ces paramètres peuvent être estimés à l'aide de plusieurs méthodes qui ne donnent pas forcement le même résultat. Il est alors nécessaire de choisir une méthode d'estimation en fonction des qualités des estimations.

V. 1. - QUALITE DES ESTIMATIONS

La teneur moyenne d'un bloc minier, par exemple, peut être estimée de plusieurs façons (moyenne arithmétique, krigeage ...). On peut donc obtenir plusieurs estimateurs de cette teneur moyenne. Il reste à savoir quelle est la meilleure estimation ou le meilleur estimateur. 

Estimateur sans biais :

L'estimateur est dit sans biais si son espérance mathématique est égale au paramètre de la population. 
    E(x) = X

X étant le paramètre de la population et x l'estimateur de ce paramètre. Si on pose le biais égale à b alors : 
   E(x) - X = b = 0 
 Si b  0 alors on dit que l'estimation est biaisé 

Estimateur convergent :

Un estimateur est dit convergent si, étant sans biais, sa variance tend vers zéro, lorsque la taille de l'échantillon statistique n augmente indéfiniment. 

Exemple : La moyenne arithmétique est un estimateur sans biais et convergent puisque E(m)- m = 0 et s (m) = S /n - donc quand n tend vers l'infinie s (m) tend vers 0 

Estimateur efficace :

On dit qu'un estimateur est d'autant plus efficace que sa variance est plus petite.
Un estimateur sera donc d'autant meilleur qu'il sera sans biais, convergent et de variance aussi 
faible que possible. 

V. 2. - ESTIMATION PONCTUELLE

Rappelons certaines estimations ponctuelles pour une loi de distribution normale : 


- Estimation d'une moyenne m :				
m étant la moyenne expérimentale, si  est la variable aléatoire correspondante nous avons :


    et       ; m est l'estimateur de 

- Estimation d'une variance 2 


				

V. 3. - ESTIMATION PAR INTERVALLE

L'estimation par intervalle donne un ensemble de valeurs susceptibles d'être prises par ce paramètre, avec une borne inférieure et une borne supérieure qui sont les limites de l'intervalle. Cet intervalle est appelé intervalle de confiance et on lui affecte un coefficient de crédibilité, appelé niveau de confiance. Exemple : La teneur moyenne tm d'un élément chimique dans un gisement est comprise entre 0.40 % et 0.50 % avec un niveau de confiance de 95 %. 

 0.40 % < tm < 0.50 % 

avec un niveau de confiance (1- ) = 95 %    ;   est appelé Risque d'erreur.

 Ce coefficient de confiance "veut dire" que, par exemple, si l'on prélevait d'un même ouvrage minier et de la même façon un grand nombre d'échantillons (statistique) on trouverait pour chacun d'eux des teneurs moyennes différentes mais que 95% de ces valeurs moyennes seraient situées dans cet intervalle. 

P(a < Z(x) < b) = 1- 

 En répartissant a/2 aux deux extrémités de la distribution, on calcule une valeur tm telle que : 

  P(tm1 < tm) = /2

et une autre valeur tm2 telle que :

   P(tm2 > tm) = /2

Connaissant la loi de probabilité, on détermine tm1 et tm2 les limites de l'intervalle et l'on a l'intervalle de confiance pour tm. 

  tm1< tm < tm2

- Estimation par intervalle d'une moyenne m :

 	Il y deux cas à étudier séparément : le cas où l'effectif n de l'échantillon est inférieur à 30 et le 2ème cas où n est supérieur à 30. 

 - n < 30

Soit un échantillon statistique qui suit une loi normale N(m, s) où m est une variable aléatoire suivant aussi une loi normale N(m, s/n).

 Posons T = (-M)/ moy 


rappelons que moy = /n  et que      
Alors on peut écrire :


				

T est, par définition, une variable de Student à n-1 d.l. que l'on note Tn-1.
 L'on peut écrire :
  





d'où on peut tirer : 	

 où tc est pris de la table de Student pour n-1 d.l.
 
 - n > 30

Dans le cas où n est supérieur à 30, en suivant le même raisonnement que pour n < 30, l'on abouti au résultat suivant : 


      et      
 
où tc est pris de la table de la loi normale.

Exemple : Dans une galerie, on a prélevé 100 échantillons géologiques qui ont accusé une teneur moyenne tm en or de 50 g/t et une variance S de 400(g/t). La distribution des teneurs en or suit approximativement une loi Normale. On se pose alors les questions :
- avec un risque d'erreur de 5 %, quelle serait la teneur moyenne de tout le bloc géologique après exploitation ? 
 
Solution :
1 - Estimation par intervalle de la moyenne
 On pose




 et 			
  = 0.05 alors /2 = 0.025

On obtient :

 1-(/2) = 0.975 alors on lie sur la table normale tc = 1.96. 

 En remplaçant tc, S et m par leurs valeurs respectives, on obtient :

 	 tm = 50 g/t + 3.92 g/t 

 46.08 g/t < tm < 53.92 g/t avec un risque d'erreur de 5 %. 


__________________________________________________________________

 
 


Méthodes d’interpolation 
11.3. l Méthode de l'inverse des distances 
Une des méthodes barycentriques les plus usitées est celle de l'inverse des distances. Comme son nom l'indique, elle consiste à donner à chaque site s1 retenu dans la sélection un poids inversement proportionnel à la distance entre le site s1 et le point à estimer s0. En limitant le nombre de points voisins pris en compte aux n1 (~ n) voisins les plus proches de s0, on obtient la formule: 


                      II.2

 On peut adapter la formule (II.2) en prenant comme système de pondération une puissance de la distance : 



 En faisant varier p, on obtient une grande gamme de valeurs pour le système de pondération. Quand p tend vers 0, les poids deviennent égaux et on obtient l'estimation classique donnée par la moyenne arithmétique calculée sur l'ensemble des valeurs z(s1 ). Quand p tend vers l'infini, on tend vers l'estimation par la méthode des polygones de Thiessen qui donne tout le poids au site le plus proche. Dans la pratique on prend souvent p=2. On peut remarquer encore que, par continuité dans la formule, l'interpolateur est exact, c'est-à-dire i=l, ... n z(s) = z(s1 ). Un des inconvients de cette méthode est de fournir des interpolations et des isovaleurs en forme d'"oeil de boeuf" (bull's eyes) autour des points d'observation. Certains algorithmes introduisent des coefficients de lissage qui diminuent cet artefact mais, en contrepartie, l'interpolateur ne sera plus exact. Enfin, on peut ajouter que c'est une méthode très rapide du point de vue temps de calcul. En reprenant l'exemple de la figure 1 dans laquelle on a 8 sites s1 sont repérés dans l' espace géographique par leurs valeurs z(s1 ), on peut observer les isovaleurs dans la figure II.11 calculées en utilisant la formule ci-dessus en donnant à p les valeurs 1, 2 et 3. On peut remarquer que, si les isovaleurs conservent à peu près les mêmes directions, les distances entre les courbes de niveaux diminuent: les valeurs estimées sont d'autant plus lisses que p s'approche de la valeur 1.

3.1. Analyse en Composantes Principales – ACP 
L’analyse en Composantes Principales (ACP) est l’une des plus anciennes méthodes de l’analyse factorielle. Elle est utilisée pour l’analyse des données qui sont représentées sous formes de tableaux de n individus et p variables. Soit R (n,p),  ce tableau de donnée de terme générale rij.
En ACP, ce qui important, c’est la forme du nuage des points par rapport aux axes (droites) qui passent par le centre de gravité du nuage. Il s’agit donc de rechercher les droites qui respectent au mieux l’ensemble des carrés des distances entre couples : C’est celles qui passent par le centre de gravité. D’où la nécessité de procéder à un changement de repère en centrant les variables de la matrice de données initiales. Si de plus les unités des variables sont différentes  alors il est préférables de les réduire pour supprimer l’effet unité c'est-à-dire échelle:


Ainsi après cette transformation (changement), la matrice d’inertie ne serait autre que la matrice de corrélation linéaire simple: C=XTX
On appel inertie du point N(I) par rapport au point P (Fig. 2), où  l'expression suivant:


 (
Xi
'"
Xi
"
Xi
Xi
P
)




   Fig. 2– Représentation géométrique d’inertie des points Xi (i=1 à n) par rapport au point P.
Après le calcul de C, il est nécessaire de calculer l’inertie du nuage de point dans les principaux axes d’allongement désignés par Fi (i=1 à N) (Fig. 109) en diagonalisant – c’est à. dire en recherchant les premières valeurs propres (variances) et les vecteurs propres correspondants (Fig. 3).

[image: ]



Fig. 3 – Représentation d’un nuage de points et les principaux axes d’allongement (Axes factoriels).
	La diagonalisation de la matrice C (matrice d'inertie) permet d'obtenir les p vecteurs propres Uα et les  p valeurs propres λα. Le vecteur Uα est connu par ces coordonnées dans l'espace Rp. Les coordonnées des points Xi sur les axes factorielles qui sont obtenus par:
					Fα (i)=Xi Uα


	Fα (i) est le facteur de rang α associé à l'individu i : [image: ]est la coordonnée de l’individu (échantillon) i sur l’axe factoriel U. Ce dernier a autant de composantes que de variables j. Dans la pratique l’inertie expliquée par l’axe factoriel:
[image: ]
Où In (I) est l’inertie totale du nuage de points.
Généralement  les résultats d’une ACP sont représentés sous forme graphique (Fig. 4).


[image: ]




                     Fig. 4 – Représentation des facteurs de charge d’une ACP normée.
	Les facteurs des individus (facteurs scores) sont les coordonnées des individus sur les axes factoriels représentation dans Rp – Leur calcul est effectué à l’aide de la formule suivante :
	[image: ]: [image: ]
3. 2. Analyse factoriel discriminante 
L’AFD est une méthode d’analyse de données ayant pour objectif de discriminer (séparer) m groupes d’individus préalablement définis, décrits par p variables quantitatives. On cherchera, ainsi, des combinaisons linéaires des p variables initiales (des axes discriminants)  qui permettent de séparer au mieux les groupes. Ceci permet, entre autres, de décrire les différences entre les groupes.
Dans le cas où l’on ne dispose que d’une variable quantitative (p = 1) le problème de comparaison des m populations peut être résolu à l’aide de l’analyse de la variance (ANOVA). D’un point de vue technique, l’AFD est l’ACP normée du nuage des centres de gravités des m groupes d’individus munis de leurs poids. L’analyse discriminante est une méthode d’analyse multidimensionnelle qui se propose de comparer, au sein dune population statistique rangée dans des groupes définis a priori, la variance intergroupe à la variance intragroupe. L’originalité  de la méthode par rapport aux autres analyses multidimensionnelles réside donc dans l’utilisation en plus des variables quantitative, d’une variable qualitative qui peut représenter le temps ou l’espace. Cette possibilité en fait un outil décisionnel capable de prévoir des modalités du caractère qualitatif à partir des variables quantitatives.
Les groupes ainsi déterminés sont appelés groupes d’appartenance. Grace à la variance apporté par chaque des individus, l’algorithme réaffecte cet individus à l’un des groupes de départ, les individus sont alors reclassés dans ce que l’on appelle les groupes d’affectation. Si l’individu est réaffecté à son groupe d’appartenance, il est dit « bien classé », s’il est réaffecté à un autre groupe, il est dit « mal classé». Cette méthode permet donc de vérifier l’adéquation des groupes déterminés a priori aux phénomènes hydro-cinématique.
Un autre intérêt de la méthode est de resituer des individus supplémentaires (dont la variance ne participe pas à la définition des groupes) par rapport aux groupes d’affectation, ce que permettent également d’autres méthodes d’analyse multidimensionnelles.

L’analyse de la variance ANOVA
Introduction: Lorsqu’on fait une expérience, on fait souvent affecter des facteurs qu’on appelle souvent traitement ou objets (par exemple: dose d’azote, dose d’irrigation…..) á des unités expérimentales (par exemple des parcelles, des animaux, des malades humains…etc).
Onveutdoncsavoirl’effetdecesfacteurssur1ouplusieursvariablesdecesunités expérimentales, ces variables peuvent être par exemple dans le cas de la production végétale les composantes du rendement (poids de milles graines, nbrede pieds parm²….) et dans le cas de la  production animale  les performances zootechni ques de la production animale(poids, production laitière) ou des taux de certains paramètres tels que la glycémie en biologie…etc. Exemple: Dans chacune des 3 régions agricoles, on cultive 4 variétés de tomate en utilisant 2 sortes d’engrais.
L’ordre d’évaluation de la production des 3 régions après 1 année, on  poseles4questions suivantes :
1- Y a t il une différence significative entre les productions.
2- Si oui à quel facteur est elle due.
3- Peut on estimer l’influence de chacun des facteurs.
4- Ya-t-il une influence qui est due à la combinaison (interaction) des facteurs.
Sur la base d’un plan d’expérience (dispositif expérimental), on procède á l’analyse de la variance (ANOVA) pour répondre á ces questions.

Principe de l’analyse de la variance :
Le principe de l’ANOVA découle de l’hypothèse H0 qui consiste à dire que toutes les moyennesdesvariablessontégalesetquequ’iln’yaaucunedifférencesignificativeentre elles, cela veut dire qu’on suppose que les facteurs étudiés n’ont pas d’effet sur les variables. H0 : m1 = m2 = m3 = ………=mn.
Cela veut dans notre exemple précédent que les rendements sont égaux
Puis en fonction de chaque dispositif expérimental, on procède à l’établissement de l’ANOVA par le calcul de:
· La moyenne générale
· La somme des carrés des écarts des facteurs SCE (SCEa,SCEb,…..),
· La moyenne des blocs s’il y en a..,
· La somme des carrés des écarts de l’interaction SCEab,
· La somme des carrés des écarts résiduels SCEr
 (
.
)

 (
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· Les  carrés moyens factoriels (CMa,CMb,…	)
· Les carrés moyens inter factoriels CMab
· Les carrés moyens résiduels CMr


· Fobservé

FCMa;F

CMb;F

CMab….


 (
r
)a	CM	b


 (
ab
)CMr


CMr

· Puis on résume tout dans un tableau appelé Tableau de l’analyse de la variance.

	Source de variabilité
	ddl
	SCE
	CM
	Fobs
	P

	Variabilité factorielle Variabilité de l’interaction Variabilité du bloc
Variabilité résiduelle
	
	SCEa, SCEb
SCEab
SCEi SCEr
	CMa,CMb
CMab
CMiCMr
	Fa,FbFabFi
	

	Variabilité totale
	
	SCEt
	CMt
	
	



Finalement on doit comparer le Fobservé au Fthéoprique qui doit être lu á partir de la table de Fischer-Snedecore.
Si Fobservé ≥ Fthéorique on rejette H0 indiquant une différence significative entre les moyennes des variables. On déclare que l’effet des traitements ou facteurs est significative au seuil de 5 % ou très hautement significative au seuil de 1%. Dans ce cas on doit procéder á la comparaison multiples des moyennes telle que la méthodesde la PPDS ou PPAS pour détecter á quel niveau la différence est plus significative et par conséquent le traitement le plus significatif.
Si Fobservé< Fthéorique H0 sera acceptée. Cela veut dire que les facteurs n’ont pas d’effet et dans ce cas on doit s’assurer de la précision de l’essai en étudiant l’écart type résiduel global pour accepter un tel résultat.

Conditions d’application de l’analyse de la variance :
Théoriquement, l’ANOVA ne peut s’applique que sur des données:
-qui sont normales c à d obéissent à une loi normale, la normalité d’une distribution est appréciée par un ajustement á la courbe en cloche de Gauss ou par le calcul du coefficient d’asymétrie qui doit être égal á zéro(1=0) et le coefficient d’asymétrie qui doit être égal á trois (2 =3),

· qui sont indépendantes et qui n’ont aucun lien de dépendance ou corrélation, cela veut dire que l’erreur commise sur une unité expérimentale ne doit pas être liée à l’erreur faite sur une autre unité expérimentale voisine,
· qui ont la même variance (même dispersion) dans tous les traitements et dans tous les blocs, cela veut dire que les erreurs doivent être de même ordre de grandeur ou presque quelque soit le bloc ou le traitement.
L’égalité des variances qui est donnée sous forme d’une hypothèse H0 est testée par la méthode de Bartl et qui consiste à calculer un paramètre qui suit une loi de ²àddlégalau nbre de traitement ou au nbre de bloc moins 1 (K – 1) avec une probabilité de calculer p. (bien sûr à un risque d’erreur  généralement égal à 5% ou 1%)
Sip>on conservel’hypothèseH0(égalité des variances). Si p < on rejette H0 (les variances sont inégal).

Analyse de variance à un seul facteur:
1Dispositif complètement aléatoire (randomisation totale):
Si par exemple on cherche à savoir si l’alimentation a une influence sur la production laitière, alors on fait un plan d’expérience: On tire les vaches au hasard, on leur fait administrer un aliment qui est aussi choisi au hasard, ce type de plan est appelé dispositif complètement aléatoire (ou complètement randomisé).
Supposons qu’il existe K aliments (Ai), on aura au minimum K populations (Pi) dans les quelles on extrait K échantillons (Ei).Soit :
mi la moyenne de la population pj m1lamoyennedelapopulationp1 m2 la moyenne de la populationp2
mk  la moyenne de la population pk
Onveuttesterl’hypothèseH0:m1=m2…..=mi=…=mk
A cet effet on va estimer les moyennes des populations parles moyennes des échantillons :
yi estime mi y1estimem1 y2 estime m2






 (
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                  yK estime mK


1-1.	Présentation des données:
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n
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
) (
y
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A
1
A
2
A
j
……
A
k
E
1
y
11
y
12
y
1j
y
1K
E
2
Y
21
Y
22
Y
2j
y
2K
E
i
Y
i1
Y
i2
Y
ij
y
iK
……
E
n
y
n1
y
n2
y
nj
y
nk
Moyenne
y
1
y
2
y
j
y
K
y
Variance
S
2
1
S
2
2
S
2
j
S
2
K
S²
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j1


Production laitière moyenne des vaches qui ont consommé l’aliment A1.


n	K
yij

yi1

j1
ni

Moyenne générale de la production laitière des vaches.

yjyc²
S2




Variance de la production laitière des vaches qui ont consommé l’aliment Aj.

 (
n
) (
j
)j	1
 (
n
) (
K
) (
ij
)yy2

S²

i1

j1
n1

Variance totale



1-2.Estimation du modèle:
Il s’agit d’expliquer la variance totale par les variations des facteurs qui entrent en jeu dans un dispositif donné. Le modèle de l’analyse de la variance á un facteur pour un dispositif complètement aléatoire se résume comme suit:

Variation totale= Variation factorielle+Variation résiduelle ou
 (
SCE
t
=SCE
a
 +
SCE
r
)
Mathématiquement ,on peut formulé ce ci de la manière suivante:


 (

y
)yij
· 
yy
· 
yy
· 
yj

 (
j
) (
ij
) (
ij
) (
j
) (
ij
)y²yy²yy²
j
yijy²yjy²yijyj²
yijy²njyjy²yijyj²
SCEtSCEaSCEr
Cette relation montre que la somme des carrés des écarts par rapport à la moyenne générale également appelé SCEt peut être divisée en 2 composantes additives :
· Une SCE factorielle (SCE entre échantillon ou entre traitement) SCEa.
· Et une SCE résiduelle (ou variation á l’intérieur des échantillons) SCEr
En divisant les SCE sur leurs ddl respectifs, on obtient ce qu’on appelle les carrés moyens qui serviront de base pour rejeter ou accepter H0.

CMtCMaCMr

SCEb
ddl
SCEa
K1
SCEr
nK

carré moyen total ddln-1 carré moyen factoriel
carré moyen résiduel

Apartir de ce la, on calcule Fobservé:

F	CMa
obs	CM


une valeur observée d’une variable F de Fischer–Snedecor.

r
Fthéorique est lu à partir de la table de Fischer– snedecor à V1 = K – 1 et V2 = n – K de degré de liberté pour un seuil  donnée.
Onrejettel’hypothèseH0lorsqueFobs≥Fthéorique.
1-3.	Tableau de l’ANOVA:

	Source de variation
	ddl
	SCE
	CM
	F
	p

	Variation entre traitement ou factorielle
	K-1
	SCEa
	CMa
	FCMaa	CM
r
	

	Variation résiduelle
	n – K
	SCEr
	CMr
	
	

	Variation totale
	n -1
	SCEt
	
	
	



Si FobsF	(ou p>α) on accepte H0Il n’y a aucun effet des traitements sur les
K1,nK
Variables dans ce cas il faut voir la puissance de l’essai.

SiFobsF	(p<α) on rejetteH0l’effet des traitements est significatif.
K1,nK

On passe à la CMM (comparaison multiple des moyennes).
Exemple: On désire comparer 3 types d’aliments en ce qui concerne leur effet sur la production laitière, à cet effet on prend 15 vaches, on sert le premier aliment A1 aux 5 premières vaches choisi au hasard, l’aliment A2 sera administré aux 5 autres vaches, l’aliment A3 sera administré aux 5 dernières vaches et ceci au hasard.
	A1
	A2
	A3

	38
	42
	30

	40
	45
	32

	41
	43
	41

	35
	44
	34

	36
	39
	33



Tester l’hypothèse que les aliments n’ont aucun effet sur la production laitière des vaches.
Solution:=5%on pose H0:«les3 aliments n’ont aucun effets sur la production laitière»

1) y138,00	;

y242,60	;

y334,00	;

y38,20

2) SCEa=5 [(38,00– 38,20)²+(42,60– 38,20)²+(34,00 – 38,20)²]= 185,2
SCEt=(38–38,20)²+(40–38,20)²+(41–38,20)²+…….+(33–38,20)²=302,4 SCEr =SCEt – SCEa = 302,4 – 185,2 = 117,2

3) CMa

CMr

SCEa
K1
SCEr
nK

185,292,60
31
117,29,77
153


4) Fobs

CMa
CMr

92,609,48
9,7


	Source de variation
	ddl
	SCE
	CM
	F
	P
	E T
	C V

	Variation factorielle
Variation résiduelle
	2
12
	185.2
117.2
	92.60
9.77
	9.48
	0.0035
	3.13
	8.2 %

	Variation totale
	14
	302.4
	
	
	
	
	



F	=3.89 (lu de la table de Fischer- Snédecor eá α=0,05 et ddl: 2 et 12)
Fobs> F[image: ]	H0 est rejetée: les traitements sont significatifs.
On remarque que Fobs est supérieur à F théorique (la probabilité P = 0.0035 < 0,05 ) cequiindiquequel’alimentationabienuneffetsurlaproductionlaitière,danscecas,ondit

que le traitement est significatif, il est même hautement significatif puis que P est aussi inférieur à 1% et le Fobs est largement supérieur à F théorique mais la question qui reste posée est: quel aliment parmi A1, A2, et A3, qui donne la meilleur production laitières ?On doit passer à la comparaison multiple des moyennes CMM pour répondre à une telle question.
· Il faut voire aussi l’écart type résiduel qui est l’erreur globale de l’essai.
D’ habitude c’est le 1er paramètre à voir car il indique la précision de l’expérience, apparemment notre essai est assez précis pour accepter les résultats de l’ ANOVA puis que ET = 3.13 qui est une valeur assez faible et ne représente que 8,2 % (cœfficient de variation) de la moyenne.

2- Dispositif en blocs aléatoires complets:
ParfoisilestsouhaitabledeclasserlesunitésexpérimentâtessuivantuncertainsNbre
De critère savant de faire l’expérience.
Si on garde le même exemple, On peut classer par exemple les vaches suivant l’âge, on aura déterminé les blocs une fois les unités classées.
B1:{âgeentre3et5} B2:{âgeentre5et9} B3 :{âge plus de 9}.
Supposons qu’on a K aliments à tester et l’hypothèse de base est toujours H0,
H0:m1=m2=	= mK, on suppose que les aliments n’ont aucun effet sur la
production laitière.
Il faut que la taille de chaque bloc soit au moins éga1e au nombre de traitements, c à d qu’il soit complet.
Une fois les blocs constitués on commence l’expérience: On prend le bloc 1 et on affecte les traitements aux unités expérimentâtes d’une manière aléatoire. On fait la même chose aux 2 autres blocs .C’est pour cette raison qu’on parle du dispositif en blocs aléatoires complets.
Si on a constitué no blocs et on a K traitements alors on aura n0 x K unités expérimentales (vaches ou parcelles… par exemples).
Présentation des données:

	
	T 1
	T2
	………
	TJ
	………
	TK
	Moyenne
Par Bloc

	BLOC1
	y11
	y12
	……….
	y1j
	……….
	y1k.
	ȳ.1

	BLOC2
	
y21
	
y22
	.
.
.
	
y2j
	.
.
.
	
y2k
	
ȳ.2




	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.

	BLOCi
	
yi1
	
yi2
	.
.
.
	
ynoj
	.
.
.
	
ynok
	ȳ.i

	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.
	.
.
.
.

	BLOCn0
	
yno1
	
yno2
	.
.
.
	
ynoj
	.
.
.
	
ynok
	
ȳ.no

	Moyenne par
Traitement
	
ȳ1.
	
ȳ2.
	.
.
.
	
ȳj.
	.
.
.
	ȳk.
	Moyenne générale
ȳ


n0 : nbre de bloc
K:nbredetraitement n = no* K
y1y




yi

n	ij
 (

)1	y
 (

) (
j
)K	i


moyenne par bloc i.



yj

 1 	y n0

moyenne par traitemlent  j.



Estimation du modèle :
Enplusdumodèleprécédent.Ondoitajouterl’effetblocquicorrespondàla variabilité due au bloc (SCEGi) :
 (
SCEt=SCE
a
+SCE
Gi
+SCE 
r
)

 (
ij
0
j
i
ij
i
j
)yy2nyy2Kyy2yyyy2

EnblocaléatoirecompletlavariationtotalepeutsesubdiviserenSCEa,SCEGiet SCEr.	A partir de cela on peut déduire les carrés moyens suivants :


CMt

CMa

CM

SCEt
n1
SCEa
K1
 (
n
)SCEGi


:	Carré moyen total

:	Carré moyen factoriel

:	Carré moyen bloc

G
0

CMr

1
SCEr


:	carrémoyenrésiduel



n01K1

avec

n0:blocet

K:traitement

Et finalement On peut calculer

 (
a
)FCMa
CMr

,	FG

CMG
CMr


tableau de l’ANOVA:

	Source de variabilité
	ddl
	SCE
	CM
	F
	F

	Variable factorielle Variable du bloc
Variable résiduelle
	K-1 n0-1
(K-1)(n0-1)
	SCE a
SCEG SCEr
	CMaCMg
CMr
	FaFG
	F(k-1),(k-1)(no-1)
F(no-1),(K-1)(no-1)

	Variable totale
	n -1
	SCEt
	CMt
	
	



Exemple:
Les résultat suivants relatifs à la teneur en cendre (exprimé en %) ont été obtenus par un essai en bloc aléatoire complet destiné à comparer l’influence de 7 fumures différentes sur une même variété du tabac. En fonction de ces résultats doit-on conclure à l’existence de différences significatives dues aux fumures ?

	Fumures
	BLOC1
	BLOC2
	BLOC3
	Moyennes

	01
02
03
04
05
06
07
	21.3
18.3
19.1
19.9
19.3
19.8
19.0
	22,4
19.9
22.6
24.6
23.0
22.2
22.2
	20.4
20.0
19.8
19.3
19.9
19.1
20.2
	21,36
19,4
20,5
21,26
20,73
20,36
20,46

	Moyennes
	19,52
	22,41
	19,81
	Moyenne générale
20,58



Solution:
· H0:Y1Y2	Y77traitements
H0:Y1Y2Y33blocs

· Y121,36

;	Y219,4

;	Y320,5

;	Y421,26

;	Y520,73	;

Y620,52



Y720,6
Y119,52


;	Y222,41;


Y319,81



Y
· SCE SCE SCE

20,58
 (
t
)21,320,582.................................20,220,58253,03
 (
a
)321,3620,582	20,420,5827,6647
 (
G
)719,5220,58222,4120,58219,8120,58235,4578

SCEr
SCEr

SCEtSCEaSCEG
 53,0387,6635,459,9155

· CMa

SCEa
31

7,661,277
6

CMG

SCEG
31

35,4517,7289
2

CMr

SCEr

9,91550,8262


FCMa
a	CM



7131	12
1,546

r
FCMG
G	CM


21,458

r

	Source de variable
	ddl
	SCE
	CM
	F
	F

	Variable factorielle
	6
	7.6647
	1.277
	1.546
	3.00

	Variable du bloc
	2
	35.4578
	17.7289
	21.456
	3.89

	Variable résiduelle
	12
	9.9155
	0.8262
	
	

	Variable totale
	20
	53.038
	
	
	




Puis que Fobs =1.54<Ftheo=3les fumures sont identiques et qu’il n’y a aucune différence entre elles. H0 est donc acceptée.
On remarque aussi que l’effet bloc est significatif puisque21.45 >3.89. Les blocs sont donc hétérogène et n’ont pas été bien contrôlés.

3- dispositif suivant un carrélatin:
SoitunepopulationbovinePetsoitKaliments,onveuttesterl’efficacitédes aliments,maisoncraintquel’effetâgeetl’effetraceviennentnousfausserlesconclusions

quand à l’efficacité des aliments. On veut donc isoler l’effet traitement (alimentation) des autres effets (âge et race).
D’une manière générale pour des problèmes de ce genre on classe les unités expérimentales (bovins ici) suivant 2 critères au lieu d’un critère.
Supposons qu’il y ait 3 niveauxpour le 1er critère (3 âges)et 3 niveaux pour le 2éme critère (3races) et 3 traitements.Pour menu á bien l’expérienceil faut utiliser333 = 33 = 27 unités expérimentales (3 vaches par exemple)
Malheureusement une opération de ce genre est très coûteuse en argent et en temps, de plus certaines combinaisons (âge et race) sont dans la pratique «inobservable »! Devant de telles difficultés on a recours à l’expérience suivant un carré latin, l’idée est la suivante: Chaque traitement sera expérimenté une fois et une seule fois pour chaque niveau du 1ér critère (âge), et une fois et une seule fois pour chaque niveau du 2éme critère (race).
Si les traitements sont représentés parA, B, Con peut résumer le carré latin par le tableau suivant:

	Race
Âge
	1	2	3

	1

2

3
	A	B	C

C	A	B

B	C	A


C’estun carrélatin á3 dimension(3 ligneset 3colonnes).
On peut donc énoncer la définition suivante: «On appelle un carré latin, un tableau dont chaque nombre figure une fois et une seule fois parligneet une fois et une seule fois par colonne ».
En expérimentation au lieu de parler de la ligne on parle dubloc horizontal (BH) etau lieu de parler de la colonneon parlera du bloc vertical (BV), l’intersection entre la ligne i et la colonne jsera appelée cellule (i,j).

présentationdesdonnées :
Avec r blocs horizontaux et r blocs verticaux et r traitements, on représente les données d’un carré latin comme suit:


	BV
BH
	1
	2
	………….
	j
	………..
	r

	
	
	
	.
	
	
	

	1
	y11(1)
	y12(2)
	.
.
	yij(j)
	
	yir(r)

	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.

	
	
	
	.
	
	.
	

	i
	yi1(1)
	yi2(I+2)
	.
.
	yij(I+j)
	.
.
	yir(1)

	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.
	.
.
.

	r
	
yr1(r)
	
yn2(r)
	.
.
.
	
ynj(r)
	.
.
.
	
y2r(r-1)


y11(1):cellule(1,1) qui a utilisé le traitement 1outraitement1figurant dans le BH1 etBV1
On calcul de ce tableau les quantités suivantes:


· La moyenne des BH:



yi

1	y rjK



 (

)ijK


· La moyenne des BV :



yj

1	y rjK




 (

)ijK



· La moyenne des traitements:



yK

1	y rjK



 (

)ijK



· La moyenne générale:

y  1	y r²



 (

)ijK


Estimation du modèle :
Le modèle du carré latin est un modèle additif comme ceux des dispositifs précédents. Onpeut dire que la variation totale est expliquée par la variation qui due au facteur étudié plus la variation due aux blocs horizontaux et variation due aux blocs verticaux, plus la variation résiduelle. Cela se traduit mathématiquement sous la forme suivante.
 (
SCE
t
 =SCE
a
+SCE
BH
+SCE
BV
+
SCE
r
)

avec:

 (
r
)
· SCEt
i


y
 (
r
)K





ijK


y


 (
39
)
SCEaryKy²

SCEBH
SCEBV

ryiy²
ryjy²

SCEr

SCEtSCFaSCEBH
· 
SCEBV



· CMa

CM

yij
SCEa
r1
SCEBH


yi

yK

yj
· 
2y2

BH


CMBV

r1
SCEBV
r1

CMt

SCEt
 (
r

1


r

2

)r²1

CMr

SCEr


Tableau de l’ANOVA:

	Source de variable
	ddl
	SCE
	CM
	F

	Variable inter traitement
	r-1
	SCEa
	CMa
	FCMa

	
	
	
	
	
a	CM
r

	Variable inter blocs horizontaux
	r-1
	SCEBH
	CMBH
	F	CMBH
BH	CM

	
	
	
	
	r

	Variable inter blocs verticaux
	r-1
	SCEBV
	
CMBV
	F	CMBV
BV	CM
r

	Variable résiduelle
	(r-1)(r-2)
	SCEr
	CMr
	

	Variable totale
	r2-1
	SCEt
	CMt
	




Exemple: Un essai de chauffage du sol réalisé en serre sur une variété décorative de Ficus elasticaR.Lestempératuresdusolprisesenconsidérationsont15.20.25et30°C à12cmde profondeur. Toutes  les autres condition de culture étant en principe uniformes. Les unités expérimentales sont des parcelles de 9 plantes cultivées en pots enfoncés enterre. On mesure l’accroissement moyen en hauteur de la plante en mm. Y-t-il une différence significative entres les températures ?le dispositif expérimental est indiqué comme suit:

6m
 (
20 
°
185
) (
80°
242
) (
15°
177
) (
25°
214
)


 (
30°
238
) (
20°
209
) (
25°
229
) (
15°
117
)3m




 (
30°
200
) (
20°
200
) (
25°
222
) (
15°
154
)

3m
 (
25°
218
) (
15°
174
) (
30°
247
) (
20°
205
)



Solution :

	BV
BH
	1
	2
	3
	4
	

yi

	1
2
3
4
	185
117
200
218
	242
229
200
174
	177
209
222
247
	214
238
154
205
	204.5
198.25
194
211

	yj
	180
	211.25
	213.75
	164.3125
	Y=201.9375


La moyenne des traitements:



y15155,5	;

y20199,75	;

y25220,75	;

y30231,75

H0taritemeent: y1y2y3y4contole
BH:y1y2y3y4
BV:y1y2y3y4
· SCEt185202²	205202²17743
SCEa4155,5202²	232202²13616

SCEBH
SCEBV

4204,5202²	211202² 661
4180202²	202,75202²2833

SCEr

SCEtSVEBHSCEBVSCEa

17743136166612833
633

· CMt

CMa

SCEt
161
SCEa
41

177431182,86
15
4539


CMBH


CMBV

SCEBH
41
SCEBV
41

220

944

CMr

SCEr

105,5

·  (
4

1


4

2

)Fa

CMa
CMr

453943
105,5


FBH


F

CMBH
CMr
CMBV


220
105,5
944


2,08

8,94

 (
r
)BV	CM

105,5




	Source de variable
	ddl
	SCE
	CM
	FOBS
	Fthéo

	Temperature
	3
	13616
	4539
	43
	4.76

	BH
	3
	661
	220
	2.09
	4.76

	BV
	3
	2833
	944
	8.94
	4.76

	Variable résiduelle
	6
	633
	105
	
	

	Totale
	15
	177743
	
	
	



Puisque F obs> F théo(43>4,76) Ho qui supposait l’égalité des 4 température est rejetée. Cela veut dire que la différence entre ces moyennes est significative ce qui indique que le facteur température a une influence très marquée sur l’accroissement de la plante étudiée.
Mais la question qui reste posée est: quelle température est la plus significative?
Concernant les blocs horizontaux, on remarque que 2.09 < 4.76 cela traduit le bon contrôle de ces blocs. Les BH semblent être homogènes, par contre les blocs verticaux apparaissent très hétérogènes puisque 8.94 > 4.76, ce qui peut être expliqué par le fait que les BV ont été installée le long de deux serres différents.
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