Lois de composition internes :

On appelle opération interne sur ensemble E ou loi de composition interne. Toute application
fde ExE dansE :

x,y)—fx,y)=z

e [’¢lément z=f (x,y) est appelé le composé du couple (x , y) et on le note par :
z=x%*y
e [’ensemble E des lois de composition interne est un couple noté par (E, *).

Remarque :

1- Sur R les lois : x +y ; x X y sont des lois de composition internes.
— mais : X —y; X/ y ne sont pas des lois de composition internes.

2- Sur P(E) les lois A U B, A N B sont des lois de composition internes.

» Propriétés :

1) L’associativité :
On dit que la loi (*) est associative ssi :
Vx,y,zEE:(x*y)*z=x*(y*2z)

2) La commutativité :
On dit que (*) est commutative ssi :
Vx,yEE:x*y=y*x

3) L’élément neutre :
Soit e € E. On dit que e est un élément neutre de (*) ssi :
VxEE:x*e=e*x=x

4) L’élément symétrique :
Soit I’¢lément neutre de e. On dit que x’ est un élément symétrique de x ssi :
X*x'=x"*x=¢e

Théoreme :
1- L’¢lément neutre lorsqu’il existe est unique.

2- Si e est un ¢élément neutre, (*) est associative.
3- x € E est symétrisable, alors son symétrique est unique.



» Les groupes :

Déf1:
Soit G un ensemble non vide, et soit (*) un loi de composition interne. On dit que le couple

G, *) a une structure de groupe ssi :
group

1. (*) est associative.
2. Il existe dans G un élément neutre.
3. Tout élément de G accepte un élément symétrique.

Déf2:
Si (*) est commutative, on dit que (G, *) est un groupe commutatif.

» Les sous-groupes :
Déf: Soit (G, *) un groupe, et soit H < G. On dit que H est un sous-groupe de H ssi:
1- H#0.
2- (H, =) est un groupe.
Théoreme :
Soit (G, *) un groupe, et soit H< G. On dit que H est un sous-groupe de H ssi:
1- H#0.
2- Vx,yEH:x*y€H.

3- Vx€H:x'eH. (x!est élément symétrique de x).

» Les anneaux :
Déf: Soit A un ensemble non vide, de 2 lois de composition internes noté : (+, x).
On dit que (A, +, X) est un anneau si :
I- (A, +) est un groupe commutatif.
2- (%) associative.
3- (x) distributive sur (+).
{ax(b+c)=(axb)+(axc)

{b+c)xa=(bxa)+(cxa)



Remarque :
I- On dit que (A, +, X) est un anneau commutatif si (X) est commutative.

2- (A, +, X) est un anneau unitaire si (x) accepte un élément neutre.

> Le corps:
Déf: On dit que I'ensemble K de deux lois de composition internes (+, X) est corps ssi :
1- (K, +, X) est un anneau unitaire.
2- (K*, x) est un groupe (K* = K-{0}). 0 est I’¢lément neutre % (+).
Remarque :

Si (%) est commutatif. On dit que le corps K est corps commutatif.

> Les espaces vectoriels:

Déf: Soit K un corps commutatif et E un ensemble non vide de 2 lois de composition
internes : (+) et (x).

On dit que (E, +, x) est un espace Vectoriel sur K:

1- (E, +) est un groupe ablien (groupe commutatif).

2-V a, BEK; VXEE: (a+p)- x = a-x+p-x.

3-V a€eK; Vx,yeE: a-(x+y) = a-x+a-y.

4-V o,p€EK; VXEE: (a-f)-x = a-(B-x).

5-V x€E: 1K-x =x, (1K est élément neutre de K % (x)).
Remarque :

Les éléments de E dite des vecteurs, et les éléments de K dite des scalaires.
1- V AeK: A-0g= O

2- V x€K: Ox-x = Ok

3-V A€k, VxeK: M-x) =- (A Xx)

4-V AeK; V x€E: A-x = 0Og = {A= 0k ou x = Og}

» Sous-espace vectoriel (S.e. V) :

Déf: Soit Eune.VsurK; FSEtq: F#@;F est un sous espace Vectoriel de E ssi :



Théorie 01 : Soit Eune. VsurK; FC E. Onditque FestunS. e.V. de E ssi :
1. F£0

2. VX, yeEF;x+y€F
3. VXEF,VAEK ;AXX€EF

Théorie 02: Festun S.e. V. ssi :

1. F#0
2. VX, yEF,VALBEK ;Axx+pBXy€EF

Les Propriétés :

1. L’intersection de (S. e. V) de E est aussiun S. e. V de E.
2. L’union de (S. e. V) de E n’est pas toujours un S. e. V de E.

> Les combinaisons linéaire :

Déf 1: Soit E un e.V sur K, possédant xi1, Xz, ..., X, vecteurs de E. A, Ay, ..., A, scalaires de K :
Le vecteur x = A1 X X1 + A2 X X2 + ... + Ay X X, est appelé : combinaison linéaire de Xi, X2, ...y Xn

Déf 2 : On dit que E est engendré : (xi, X2, ..., Xn) ssi : X € E, x s’écrit comme combinaison
linéaire de (x1, X2, ..., Xn):

VXEE:3}\1,A2,...,AneK:X=}\1X1+}\2X2+...+}\nxn

{ X1, X2, ..., X,  engendre E et on note : E = { Mixq + Aaxa + ... + ApXp }

» Indépendance linéaire :
Déf : On dit que { x1, X2, ..., X, } sont linéairement indépendants ssi :
Mxi + AaxXa + ...+ X, = O (élément neutre) > A=A, =...= A, =0
Remarque :

e Ondit que { xi, X2, ..., Xn } sont linéairement indépendants s'ils ne sont pas
linéairement indépendants.

Exemple : A = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} sont linéairement indépendants sur R.
= M (1,0,0) + 22 (0,1,0) + 25 (0,0,1) = (0,0,0) = (A1,0,0) + (0,A2,0) + (0,0,As) = (0,0,0)

= (M,A2,23) = (0,0,0) = A1 = A2 = As = 0 = donc A est linéaire indépendant.



» L’espace Vectoriel produit :

Déf : Soit Ei, Ea, ..., E, : n-espaces Vectoriels sur K alors: E: X E2 % ... X E, = { (x1,X2,...,Xn) /
x1 EE, x2 €E,...., Xxa € E } estun espace vectoriel sur K des lois (+) et (x) est défini par :

— des lois (+) est défini par : (X1,X2,...,Xn) T (Y1,¥2,-..,¥n) = (X1 T Y1, X2 + V2, ..., Xn + Vi)
— des lois (x) est défini par : A(X1,X2,...,Xn) = (AX1, AX2, ..., AXn)

VAEK,Vx,y€E:xExx .. xE,estdit espace Vectoriel produit des n. e. V.

» Somme des espaces vectoriels:
Thl: Soient E1, Ez, ..., E.:n.e. Vsur K;
SE+E+. . +E={X+x2+..+X:/x1 €E1, x2 € Ep,...., Xn € Ey}

= Alors: E1 + E2 + ... + E, est un sous-espace vectoriel (S.e.V)de E: Ei: +E2+ ... +E, S E=
Ei + E2+ ... + E;: appelé somme de n espaces Ei, ..., E,

» La somme directe des Sous-espaces vectoriels (S.e.V)

Def: Soit E un e. V sur K, et soient Ei, Ea, ..., E, : S.e.V de E. On dit E est la somme directe de
Ei, Ez, ... EE=Ei @ E-@ ... @ E, et on note:

1. E=Ei1+E:+...+E,
2. EiN(Ei+Ez+..+E,) = {Og}

Exemple: pour n = 3:

SE=E@QE®E < (1)E=E +E+E;Q2) Ei N (E:+Es)= {0}
Ez N (E1 + Es) = {0k}
E: N (E: + E2) = {0}

pour n =2:

>E=E:@E:o (1)E=Ei+E:(2) Ei NE:= {0g}

= On dit que E: & E: sont des espaces supplémentaires de E.



> Base et dimension d’un espace Vectoriel

e La Base:
Déf : Soit E e. V sur K- On dit que les vecteurs {xi, Xz, ..., X»} forment une base de E ssi :
(1) {x1, X2, ..., Xn} sont linéaire indépendant (lin ind)

(2) tout vecteur de E s’écrit comme combinaison lin€aire de {xi, X2, ..., Xa} VX € E, 3 A4, Az,
vy A EK X =Mx1 + A2x2 + ...+ AnXn

Exemple : {e: = (1,0), e2=(0,1)} est une base des R*? — {e1, e2} sont lin ind ?

Solution :

— {e1, e2} sont lin ind ? — Ai(1,0) + 22(0,1) = (0,0) € R? ssi : — (M1, A2) = (0,0) — Mi(1,0) =
(M1, 0) = 22(0,1) = (0, A2) = (M + 0,0 + A2) = (0,0) > A1 =0 — A2 =0 — donc {ei, ez} sont
des linéaire indépendant (lin ind).

Remarque :

— {e1=(1,0), e2=(0,1)} est appelée la base canonique de R?.

— {e1=(1,0,0), e2=(0,1,0), es = (0,0,1)} est appelée la base canonique de R?.

e La dimension :

Def : Soit E e. V sur K. Le nombre des vecteurs de la base de E, s'appelle la dimension de E et
noté par : dim E.

Remarque : Si le nombre des vecteurs de la base est n, on dit que E est de dimension finie et
on écrit dim E =n.

— dim {0}=0.

—Six = {lx1 + A2xa2 + ... + AuXa }, les scalaires : A1, A2, ..., Ay — appelent composante de x.
— dim R*=n ; dim R2=2,

Th1 : Soit E e.V sur K, de dimension finie et F un S.e.V de E, Alors — dim F <dim E

Th2 : Soit E e. V sur K de dimension finie et F un S.e.V de E, Alors il existe deux sous
espaces Fet Gdans Etelsque: >  E=F @ GetdimE=dimF +dim G

Remarque : Soit E e. V sur K de dimension finie et soient Ei1, Ez, 2 S.e.V de E, de dimension
finie, Alors :

— dim (E: + E2) = dim E: + dim Ez - dim (E: N E2)



— dim (E: + (E2 + Es) = dim (E1) + dim (B + E3) - dim (E1 N (Ea + Es3))

Th3 : Soit E e. V sur K, de dimension finie et (X1, X2, ..., Xs) €t (y1, Y2, ..., ym) 2 bases de E.
Alors : > n=m

Théoréme (Théoreme de base incomplete) : Soit E €.V sur K de dimension finie n,
et soit (X1, X2, ..., Xp) € E" tel que (x4, Xa, ..., Xp) est vecteurs linéairement indépendants.

Eq : p <n, alors il existera des vecteurs Xp41, ..., Xn € E tels que (X1, X2, ..., Xp, Xp+1, ---» Xn)

forment une base de E, c-a-d, on peut compléter une partie des vecteurs qui sont lin ind par
des éléments de E pour obtenir une base de E.

» Les applications linéaires :

Déf 1 : Soit E, F deux espaces vectoriels sur K. On dit que l'application f : E — F est une
application linéaire ssi :

DVx,yeEE; flx+y)=fx)+f(y) @ VAEK,Vx € E; f(Ax) = M(x)
Déf 2 : On dit que f est une application linéaire : f: E — F
Vx,yEE, VA BEK; f(Ax + By) = M(x) + Bf(y)
¢ Image et noyau d'une application linéaire :
Déf : Soit f: E — F une application linéaire. On appelle noyau de f et on note par :
Ker(f) = {x € E/ f(x) = Or}
= et on appelle image de f et on note par : Imf={y € F/3ax € E; f(x) =y} ; f(E)
propositions: Soit f: E — F une app lin:
(D KerfestunS.e.VdeE
(@) ImfestunS.e.VdeF
(3) fest surjective & Im f=F
(4) f est injective < Ker f= {0}
Th: (Détermination dim app lin)

= Soit E, F deux e.V sur K, soit {xi, ..., Xa} une base de E, et soit {yi, ..., y»} une base de F, il
soit {y1, ..., ya} n vecteurs de F. = Alors il existe une app linéaire une que: f: E > Ft.qVi€

{1, ceey n} f(Xi) =Y



c.a.d pour déterminer une app linéaire une €.V de dimension finie E des un e. V.F, il suffit de
donner I’image de la base de E: {xi, ..., Xn} une base de E =

VXEEI M A2, oo, vt EK X =MiX1 + A2X2 + ... + AaXay
f(x) = fOux1 + AaXa + ... + AuX)
f(x) = Mf(x1) + Aof(X2) + ... + Aaf(Xn)
f est app linéaire
f(x)=My1 +A2y2 + ... + AnYn, Vi € F
e Le rang (dimension d'image) :

Déf : Soit f: E — F une app linéaire — 1'image de f est appelée rang f et on le note parfois
Im(f) — le rang de f est le nombre dim(Im(f)) c-a-d : rang(f) = dim(Im(¥)).



