CHAPITRE 3. FIABILITE DES SYSTEMES COHERENTS
3.2. PROPRIETES DES SYSTEMES ALEATOIRES BINAIRES

Définition 3.2.1. (Importance moyenne ou en fiabilité) Soit & une structure

cohérente d’ordre n, ayant des composants non nécessairement indépendants, alors

Uimportance moyenne (en fiabilité) du i composant est définie par :
Ig (1) = E[®(1;,2) — ®(0;,2)] , pour i=123.......n.

Définition 3.2.2. Si @ est une structure cohérente d’ordre n, ayant des composants
indépendants, alors I’importance moyenne (en fiabilité) du ™ composant est donnée

par :

OR
Ir (i) = %, pour i=1,2,...n ; avec p= (p1,p2,...Pn)-

Proposition 3.2.1. Dans le cas d’une structure cohérente d’ordre n, ayant des com-

posants indépendants, les deux définitions précédentes sont équivalentes.

Démonstration :

On peut écrire R(p) sous la forme suivante :

R(p) = P[@(X)=1]=P{2(X)=1}n{X; =1} + P[{®(X) =1} n{X; = 0}]
= P0(X)=1/X; =1]P[X; = 1]+ P[®(X) = 1/X; = 0] P[X; = (]
= PO (1;,X) =1]p; + P[®(0;, X) = 1] (1 = p))

= piR(1;,p) + (1 —p;) R(0;,p).
Par conséquent :

Ig(i) = E[‘I’(lz,ﬂf) ® (0;,2)] = R (Li,p) — R (0, p)

- 8pz p; R (Li,p) + (1 — p;) R (0;,p)]

9R(p)
o

Remarque 3.2.2. On a :
1. R(p) est un fonction multilinéaire. Si py = py = ... = p, = p, alors R(p) est
un polynome en p.
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2. Sip; = % pour tout i, 1=1,2,...,n, alors :

(i) = —— 57 @ (1;,2) — & (0,,2)].

L importance en fiabilité coincide avec l'importance de structure.
3.5 :0<p; <1 pourtouti, 1=1,2,...,.n, alors :
0<I R(Z) < 1.
Exemple 3.2.1. Structure "k-sur-n : G" si les composants du systéme sont

indépendants alors :

* La fonction de fiabilité s’écrit :

R(p) = P[%Xi2k=1} =P

i=1

= zpnpw ..... Di,. (]. — pim+1) ..... (]. — pln) R

la somme porte sur toutes les partitions {i1,i2, ..., 0m} €t {imi1,mi2, -, in} de

lensemble {1,2,...n} en deux ensembles disjoints ot m > k.

* L’importance en fiabilité du i°™ composant est donnée par :

OR(p)

IR(Z) = 81) = Zpllpl? ..... pik—l (1 — pik+1) ..... (1 — pln) s

ot {i1, 19, ..y ik—1} €t {ikt1, bmr2, -, in} €St une partition de l’ensemble {1,2,....i — 1,i+1,..n}.

* Dans le cas ou les composants sont identiquement distribués c.a.d p1 = ps =

.. =pn=0p alors :
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* La fonction de fiabilité s’écrit :

R(p) = P[@(X):l]:P[?;XiZkzl} =P

= zn: <?)p7 (1—p)"~

i=k

=1

a) Lorsque k=1 (structure en paralléle) alors :

Rp)=1—(1—p)(L—p2) ... (1 =pa) et Ig (i) =[] (1 —py)

Si en outre p1 < py < ... < py, alors : Ig (1) < Ig (2) < ... < Ig (n), le
composant qui a la plus grande fiabilité est le plus important.

b) Lorsque k=n (structure en série) alors :

R(p) =[] pi et In()) = [ »;
i=1 j=1
Jj#
Si en outre p1 < py < ... < pp, alors : Ig (1) > Ig (2) > ... > Ig (n), le

composant qui a la plus petite fiabilité est le composant le plus important.

Théoréme 3.2.1. La fonction de fiabilité R(p) d’une structure cohérente d’ordre n
est strictement croissante pour p = (py, pa,...p,) dans ]0.1[".
Démonstration :

On sait que : R(p) = p;R(1;,p) + (1 —p;) R(0;,p), pour 1 < j <n; donc :

OR(p)
Op;

=R(1;,p) — R(0;,p) = E[® (1;,2) — D (0;,2)].
Comme @ (x) est une fonction croissante alors :

@ (1;,z) — P (0;,2) > 0 pour tout z.
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En outre il existe z° tel que @ (1;,2°) — ® (0;, 2°) = 1, puisque chaque composant
est utile, 20 existe avec une probabilité strictement positive car p € ]0.1[" . On déduit
donc :

E®(1;,z) — (0, 2)] > 0.
Par conséquent R(p) est une fonction strictement croissante par rapport a chaque

des coordonnées p = (p1, 2, - - - Pn)-

Théoréme 3.2.2. Si R(p) est la fonction de fiabilité d’une structure cohérente @,

alors pour tout p et p' € [0.1]
(i) R(pLp) > R(p)ULR(Qp),
(ii) R(pp') < R(p).R(pY),
On a Uégalité dans (i) si et seulement si la sructure ® est en paralléle.

On a l’égalité dans (ii) si et seulement si la sructure @ est en série.

Démonstration :
Soient X1, Xo,..., X, ; X1, X}, ..., X! des variables aléatoires de Bernoulli indé-

pendantes avec P [X; = 1] = p;, P[X] = 1] = pl, alors :
(i)

R(pIp)— RPIR(pP) =D [@(x1la)) — d(z) T &(2')] P[X = 2] P[X' =2'] >0,
E® (a2 — E[®)|IE[®))=F[@®@@a)— d(x) TPz,
et on sait que : ® (r112') > &(x) I P(2'); donc :
R(pIlp') > R(p) L R(p').
(ii)

R(pp) — R(p)h(p) = 33 [® (2.0) - B(2).(a)] P[X = 2] P[X' = ).
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