Chapitre 3

Fiabilité des systémes Cohérents

binaires

Le but de ce chapitre est de donner les notions de bases et les propriétés des
systémes complexes, cohérents et binaires. On suppose que chaque composant et le
systeme lui méme posséde que deux états 0 et 1 ou 0 veut dire que le systéme est en
panne et 1 fonctionne c.a.d. Pensemble des états est £ = {0, 1} avec Pensemble des
états de marche est M = {1} et ’ensemble des états de panne est P = {0}

Dans la théorie de la fiabilité un probléme clé est de trouver la fiabilité d’un
systéme complexe a partir des fiabilités de ses composants. Pour cette raison nous
présentons un utile descriptif qui nous permette de savoir les relations entre un
systéme et ses composants ensuite nous passerons au calcul proprement dit de la

fiabilité d’un systéme en fonction des fiabilités de ses composants.

Définition 3.0.1. Un systéme binaire est tous systéme posséde deux états marche et

en panne, dans ce cas les composants ausst possédent deux états marche et en panne.

Alors nous avons besoins des notations.
Notations :

1. z = (x1,22,....,,) . telquex;=0o0ul Vi=1,2 .. n

n

2. | | x; = min(zy, g, ..., T,) = min z;
L 1<i<n
1=
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n

n

. x-zl—H 1— ;) = maxuz;
.Hl ‘ ( 2 1<i<n "
1=

i=1
('iny) = (5517562, ey Li—1, @, Tiq1, w”Un)

w

(]-’L?x) = (331,372, vy Li—1, ]-7xi+17 7xn)
(0, 2) = (21,22, ..., i1, 0, Ti1, ..., Tp)

Siy=(y1,Y2,---,Yn) ON & :
x x 1My = (x; Lyp, 20 Lys, ..., x, L y,)

e s

xrx<y=—= x; < Y; Vi=1,2,....n.
*x T <Yy =— 2; <Y avec r; <y; pour un certain j.
* T << Y = x; <Y Vi=1,2,....n.

8. x4 est le vecteur composé des coordonnées z; pour i € A.

9. A est le sous-ensemble complémentaire de A.

3.1 Propriétés déterministes des systémes com-

plexes

Dans ce paragraphe, on considére les relations (déterministes) de structure entre
un systéme et ses composants, en supposant que I’état du systéme ne dépend que

des états de ses composants.

3.1.1 Systéme des composants

Soit un systéme des composants C' = {1,2,...,n} et z; la variable qui représente
Pétat du composant ¢ pour ¢ = 1,2,....,n (c.a.d. z; = 0 si le composant i est en

panne et x; = 1 si le composant ¢ fonctionne) et soit x = (1, z9, ..., ;) .

Définition 3.1.1. (Fonction de structure) : On appelle fonction de structure et

on la note ® la fonction qui représente l'état du systéme c’est-a-dire :

®(x) : {0,1}" — {0,1}

($1,.§(72,...,17n> - @(171,[132,...,3377,>
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ou
0 si le systéeme est en panne.

VxE{O,l}n:CI)(:L‘):{

1 si le systéme fonctionne.

* Le nombre n des composants est appelé lordre du systéme.

* On dit aussi le systéme (¢, ) quand on veut préciser I’ensemble des composants.

Dans toute la suite on ne fera pas la distinction entre "systeéme" et "structure".

* On a lensemble {0,1}" contient 2" vecteurs différents. Alors tout vecteur z €
{0,1}" tq @ () = 1 s’appel vecteur de marche pour le systéme et tout vecteur

z € {0,1}" tq ® (z) = 0 s’appel vecteur de panne pour le systéme.

3.1.2 Quelques systémes usuels
1) Systéme en série :

Définition 3.1.2. On appelle un systéme en série tout systéme qui fonctionne si et

seulement si tous ses composants fonctionnent, alors :

O (v) = P(z1, 29, ...

{ Lissi a;=1,Yi=1,2..n
7xn) =

0 sinon

Donc il est clair que :
n
P (a:) = (I)(9U17332, ,$n) = | | r; = min x;.
e 1<i<n
1=

* Pour un systéme en série il existe un seul vecteur de marche x = (1,1,...,1) et

2™ — 1 vecteurs de panne.

* Comme exemple sin = 3 on a le vecteur de marche est x = (1,1,1) et les T vec-
teurs de marches sont (0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)
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2) Systéme en paralléle :

Définition 3.1.3. On appelle un systéme en paralléle tout systéme qui tombe en

panne st et seulement si tous ses composants tombent en panne, alors :

D (x) = P(2q, 22, ...

) 0;s8st x; =0;Vi=1,2,....,n
y Ln) =
1 sinon

Donc il est clair que :

n

P (z) = (1, 72,0, T) = H% =1- H (1 —x;) = maxuz;
i=1

. 1<i<n
=1

* Pour un systéme en paralléle il existe un seul vecteur de panne x = (0,0, ...,0)
et 2" — 1 vecteurs de marches.

* Comme exemple sin = 3 on a le vecteur de panne est v = (0,0,0) et les 7 vec-
teurs de marches sont (1,1,1),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)
3) Systéme "k-sur-n : G" (k <n)

On appelle un systéme "k-sur-n : G" tout systéme qui fonctionne si et seulement

si au moins k de ses composants fonctionnent, alors :
Vo e {0,1}" P (v) =1 > x>k
i=1

c’est-a-dire :

1 si sz >k
(I)(Qﬁ) = wl ks }<$1>$27”'7mn)‘

o =1
0 si le <k {szZk
=1

i=1

Remarque 3.1.1. e Si kK = n on a le systéme "n-sur-n : G" est un systéme en

série.
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e Sik=1 on alesystéme "1-sur-n : G" est un systéme en paralléle.

4) Systéme "k-sur-n : F" (k < n)

On appelle un systéme "k-sur-n : F" : tout systéme qui tombe en panne si et

seulement si au moins k£ de ses composants tombent en panne, alors :

V:CE{O,l}":@(:c)zO(z)ingn—k

=1

c’est-a-dire :

1 si le >n—k+1
O (x) = =1 n }(asl,xg,...,xn).

n = ].
0 si Z r <n-—k {Zzizn—k-l-l
i=1

i=1

Remarque 3.1.2. ¢ Si k = n on a le systéme "m-sur-n : F" est un systéme en

paralléle.

e Sik=1 on ale systéme "1-sur-n : F" est un systéme en série.

5) systéme "k-consécutifs-sur n : F" (k <n)

Définition 3.1.4. Un systéme "k-consécutifs-sur n : F" est un systéme composé
de n composants et il ftombe en panne si et seulement si au moins k composants

consécutifs tombent en panne c.d.d.
¢ (z) = B(1, 79, ..., x,) = 0 <= au moins k coordonnées successives du vecteur x valent 0

Donc on peut écire :
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O(z) = (pyUa ... Tay). (2o ... L agy)..(Tpoper ... M zy,)

n—k+1 1+k—1

= | | | | r; = min max  (zj).
i 1< (n—k+1)i<j <(i-+k+1)
1= j=1

Remarque 3.1.3. e Si k = 1 : Un systéme "1-consécutifs-sur n : F" est un
systéme en série.

e Sik =n: Un systéme "n-consécutifs-sur n : F" est un systéme en paralléle.

6) systéme "k-consécutifs-sur n : F" (k <n)

Définition 3.1.5. Un systéme "k-consécutifs-sur n : G" est un systéme composé
den composants et il fonctionne si et seulement si au moins k composants consécutifs

fonctionnent c.a.d.
® (z) = P(21, 29, ..., T,) = 1 <= au moins k coordonnées successives du vecteur x valent 1

Donc on peut écire :

O (z) = (mzo..zp) O (voxg...tppr) T I (i1 T 2e-- )
n—k+1itk—1
= I ] == max min  (z;).
=1 =i (1<i<n—k+1)i<j<(i+h—1)

Remarque 3.1.4. o Si k = 1 : Un systéme "1-consécutifs-sur n : G" est un
systéme en paralléle.

e St k=n: Un systéme "n-consécutifs-sur n : G" est un systéme en série

Définition 3.1.6. (Composant utile) Soit ® une structure d’ordre n, le i*™° com-

posant est dit inutile o la structure @ si la fonction ® () est constante par rapport
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a la ¢ coordonnée x; du vecteur x = (x1, s, ..., T,); c¢’est-a-dire :

® (1;,z) = ®(0;,x) pour tout vecteur(e;,x)

Notons qu’un composant inutile ne peut jamais causer directement la panne d’un
systeme. Comme exemple d’un tel composant on peut considérer un condensateur
disposé en parallele avec un dispositif électrique, son role est de couper les hauts
voltages qui peuvent détruire le dispositif électrique. Donc bien qu’inutile, le conden-
sateur peut étre trés important dans la durée de vie du dispositif électrique, c’est le

cas d’un disjoncteur dans les compteurs électriques domestiques.

Lemme 3.1.1. (Décomposition pivotale) Pour toute fonction de structure ®

d ordre n, on a la décomposition suivante : pour tout x et pour tout i,i=1,2,...,n.

*Ce lemme précédent nous permet d’écrire la fonction de structure d’ordre n en

fonction de la fonction de structure d’ordre n — 1.

*En répétant cette opération plusieurs fois on obtient :
()= [ (A=) @ (y)
y j=1
la somme porte sur tous les vecteurs y = (y1, Yz, ..., yn) € {0,1}" tels que 0° = 1.

Démonstration :

x; prend les valeurs 1 uo 0. Donc :

o (1) ®(1;,2) si z; = 1.
xTr) =
¢ (0;,z) si x; =0.

D’ou :
) (CL‘) = 1{1} (CL‘Z) ) (1i7 :L’) + 1{0} (:L’z) ) (Oi, :C)
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