1.4, DYNAMIQUE D’UNE CHAINE DE MARKOV

Dynamique d’une Chaine de Markov

Dans cette section, nous donnons une caractérisation d’une chaine de Markov et étu-
dions son évolution dans le temps.

Caractérisation d’une Chaine de Markov

Le but de cette section est de caractériser une chaine de Markov (X,,),>0 & partir de
sa matrice de transition et de la loi initiale.

Définition 11 Soit une chaine de Markov (X,)n>0 o valeurs dans E, nous appelons loi
wnitiale la loi py de la variable aléatoire Xy :

Ve e B, polz) =PXo =zl

Le théoréme suivant montre que la donnée de la loi initiale 1, et de la matrice de
transition P caractérise une chaine de Markov.

Théoréme 2 Un processus (X,)n>0 & valeurs dans E est une chaine de Markov de loi
initiale g et de matrice de transition P si et seulement si, pour tout n > 0 et pour tout
(o, T1,...,2,) € BT

PXo=x0,..., Xy 1 =2p_1, Xpn = x,] = po(xo)p(z0, 1) . .. p(01,7,). (6.1)

Démonstration. Supposons que (X,,),>o est une chaine de Markov et montrons ’éga-
lité (6.1). En utilisant la formule,

Pl[AyNA; N---NA,_1NA =P[AP[A; | Ao]...P[A, | AgN -+ N A,_4]
et la propriété de Markov. Nous avons :

P Xy = wo,..., Xn1=Tn1, Xy, = ) = P[Xo = 20|P[X7 =21 | Xo=20]...
LPX, = x| Xo=20, .., X1 = 24
= P[Xo=z|P[X; =21 | Xo=2]...P[X, =2, | Xou1 = 1]
= pto(wo)p(z0, 1) - .. P(Tn—1, T)
d’ou I'égalite (6.1).
Supposons maintenant que 1’équation (6.1) est vraie. En appliquant pour n = 0 on

obtient, pour tout xy € E, P[Xy = x¢] = po(zo). Pour tout n > 0, nous obtenons en
utilisant la définition de probabilité conditionnelle,

]P)[Xn—i-l = Tnil, Xn = Tns - 7X0 = xO]

P[Xn_|—] = T |Xn:1'n,...,X0:1f()]: ]P)[X = XOZ*TO]

_ to(xo)p(zo, 1) - .. D(Tny Tpg1) _—
 po(xo)p(z0, 1) - p(Ta, T) (d’apres (6.1))

= p(zp, py1). (6.2)
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D’autre part, d’apreés la formule des probabilités totales et la définition des probabilités
conditionnelles,

]P)[Xn—i-l = Tnp+1 | Xn = xn] =

PX,=z,...,.Xo=2
Z III-D[AXVn—i—l = xn—i—lan:xna---,XO:xO] [ ° 0]

20y Tn—1EE ]P)[Xn = xn]
PX,=z,...,.Xo=2 R
= Z P(Tn, Tny1) | P[X, — xn]o o (d’apres (6.2))
T0,...;Tpn—1€FE
= p(Tn; Tpy1)-
Ainsi,
PXni1=Zpi1 | X =2p, ..., Xo = x0] = P[ X1 = Tpa1 | X = 20) = p(Tn, Trya)-

La propriété de Markov est vérifiée et la matrice de transition est P = (p(z,y)).
Du Théoréme précédent, nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 2 La loi d’une chaine de Markov est invariante par translation dans le temps.

Autrement dit, pour tout (o, ..., Tpim) € BT tels que P[Xy = zo,..., X, = x,] >0,
P[Xn+m = Tnamy--- ,Xn+1 = Tnti | Xn =Tpy.-. ,XO = xo]
— P[Xm :xn+m,...,X1 :ib’n+1 | onl'n]

= p(l‘nn xn—l—]) .- -p(xn—i-m—ly xn—l—m)-

Démonstration. D’aprés la définition des probabilités conditionnelles et le Théoréme
précédent, on a

PXnim = Tnpms-e s Xng1 = Tnga | Xn = Ty oo, Xo = 0]
IP)[XR—FWL - :L'n+m, [ ,XO - .I'O]
]P)[Xn = l’n,...,Xo :Jio]

= Ho(0)pP(20, 21) - - P(Tnim 1, Tnim) (d’apres le Théoreme 2)
to(z0)p(zo, 1) - .. p(Tp_1, 2p)
= p(xm xn—i-l) . .p(.%’.n+m_1, x'n—i-m)

IP) X’ITL == n+msy ey X = n
- ;[;20 = xé] o =) (d’aprés le Théoréme 2)

= PXm=Znim,--, X1 = Tpy1 | Xo =2y

La question qui se pose a cette étape, est celle de 'existence d’une chaine de Markov,
c’est-a-dire de lexistence du processus (X,,),>0 dont les marginales sont données par (6.1).
Le théoréme suivant donne la réponse. Il se démontre en utilisant le théoréme d’extension
de Kolmogorov.

Théoréme 3 Etant donné une probabilité i, sur un ensemble discret E et une matrice
stochastique P sur E, nous pouvons leur associer une chaine de Markov (X,,)n>0 dont les
marginales sont données par (6.1).
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