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CHAPITRE 1

(Généralités sur les processus aléatoires

L’objectif de ce chapitre est d’introduire formelement la notion de processus aléatoire

et de fournir une définition assez générale des chaines de Markov particulierement,.Bien

que nous avons essayé de saisir les concepts présentés, nous avons constaté qu'une lecture

attentive pour mieux comprendre ces notions est nécessaire.

Notion de processus aléatoires

Lorsqu’on étudie 1’évolution d’un phénomeéne ou d’un variable dans le temps, on peut

rencontrer des situations ou l'intervention d’un facteur aléatoire ou d’'un grand nombre

de facteurs explicatifs inconnus ne permet pas de prendre en compte I’ensemble des para-

meétres en jeu. Dans ces cas, on parle de processus aléatoire ot I’aléa joue un role important

dans la modélisation et la compréhension du phénomeéne étudié, quatre grands types de

processus se dégagent rapidement dont voici des exemples :

— * Evolution de la température relevée tous les matins a 7 heures.

* Nombre mensuel d’immatriculations nouvelles relevées a Alger.

* Nombre de personnes “placées” dans le monde du travail par une société par mois.
* Relevé par seconde de la dilatation d’un matériau sous 'effet de la chaleur.

* Evaluation sensorielle d’un produit & des instants différents.

* Relevé par heure de la concentration sanguine d’un certain type d’anticorps sur
un patient.

* Nombre d’appels regus par un standard téléphonique depuis le début de la journée,
c a d. dans l'intervalle [8h,t] pour ¢ € [8h,17h].

* Relevé en continu du nombre de voitures arrétées a un feu rouge, nombre de clients
a une caisse de supermarché ou a un guichet de banque.

* Electrocardiogramme d’un patient

* Variation d’un indice boursier.

* Evolution de la proportion d’ozone dans ’atmosphére au cours de la journée dans

une ville.



1.2. PROCESSUS ALEATOIRES

Ces processus peuvent étre modélisés par la donnée d’un espace probabilisé (2, A, P),
d’un espace probabilisable (F, &), d'un ensemble T et d'une famille de v.a. (X;);er de
(Q, A, P) avaleurs dans (E, £). Les quatres grands types que nous avons vu précédemment
sont différenciés par leur ensemble 7', appelé espace des temps, et leur ensemble E, appelé
espace d’états.

Processus aléatoires

Définition 1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé. On appelle processus aléatoire définie
sur (2, A, P) et prend ses valeurs dans un ensemble E dit espace des états du processus
une famille (X;),cr

semble T représente un intervalle de temps, et le plus souvent la demi-droite R,.. On note

de variables aléatoires indicées par un parameétre réel positif. L’en-

souwvent par (2, A, P, (X})ier) pour plus de précision. Nous étudierons des procesus & va-
leurs entiéres ou réelles.
Pour une éventualité du hasard w fixée, Uapplication qui & t associe la valeur X (w)
s’appelle une trajectoire du processus. Les trajectoires constituent généralement les obser-
vations concrétes que l'on peut faire d’un processus. Par exemple, les journaux publient
chaque jour les trajectoires des valeurs boursiéres.

* Dans le cas particulier des chaines ot le temps est 'ensemble des entiers positifs N,

la trajectoire associée a w est l'application :

N — FE
n — X,(w).

* Un processus est a valeurs réelles si.
X, €R, pourt >0
* Un processus est a valeurs entiéres si :
X, €N, pour toutt >0

les exemples de processus a valeurs entiéres sont les processus de Poisson, les processus
de renouvellement liés au comptage d’événements survenus au hasard, et par exemple les
processus liés a l’état d’une file d’attente. Dans les files d’attente, la variable X; représente
en général le nombre de clients dans un systéme. Ce nombre peut croitre ou décroitre en
fonction des durées et des stratégies de service. Les processus de branchement décrivant
la taille d’une population sont aussi des exemples importants.

Loi d’un processus

Définition 2 On appelle loi du processus (2, A, P, (X;)ier), la loi image Px de P par
X = (Xy)ter- La loi d’un processus est donc une probabilité sur l’ensemble des fonctions
de T vers E.
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1.2. PROCESSUS ALEATOIRES

Théoréme 1 La loi d’un processus (€2, A, P, (X;)ier) est caractérisée par les valeurs de
P({(th, ...,th) S Bl X oo X Bn})

Vn € N, tout (ty,...,t,) dans T™ et tout By x--x By, dans E™ tq E est une tribu sur E. On
dit encore que la loi Px du processus X est caractérisée par [’ensemble des lois marges de
dimension finie, ¢ a d. par l’ensemble des lois P x, .. x,) de tout sous vecteur de dimension

finie..

Définition 3 Un processus (X;),. tel que Xog = 0 est & accroissements indépendants

teT
si, pour toute suite finie 0 < t; < ty... < t,, les variables aléatoires Xy, Xy, — Xy, ooy Xt, —

n

Xi,_, sont indépendantes.

Définition 4 Un processus & accroissements indépendants est 4 accroissements sta-

tionnaires si la loi de laccroissement (X1 s — X;) ne dépend pas de t, Vt.

Modification d’un processus et processus in-
distinguables

Définition 5 Soit X = (Q, A, P, (Xt>teT) et X' = (Q, A, P, (X{)teT) , définis sur le
méme espace probabilisé (2, A, P) , ayant méme espace de temps T et méme espace d’états
E .

* On dit que le processus X est une modification du processus X' si pour toutt dans
T, les v.a. X; et X] sont presque siirement égales.

* [ls sont dits indistinguables si l’on a P-presque-sirement :

X, =X/\VteT

Il est clair que deux processus modifications I'un de I'autre sont équivalents. Remar-
quons également que deux processus indistinguables sont modification I’'un de ’autre mais,
en revanche, la réciproque est fausse dés que l'espace des temps n’est pas dénombrable.
L’indistinguabilité signifie qu’en dehors d’un ensemble négligeable sur €2, toutes les tra-
jectoires des deux processus coincident ce que n’exigeait pas la notion de modification.

Remarque 1 Si deux processus sont modifications ['un de ’autre et s’ils sont tous les
deux a trajectoires p.s continues alors, nécessairement, ils sont également indistinguables.

Exercise 1 Ezxemples de processus qui sont modifications l'un de 'autre et qui ne sont

pas indistinguables

Soient (Xt)te[o,u et (Xé)te[(),l] deux processus définis sur le méme espace probabilisé
([0, 1}, Byo 11, )\[071}) ,0U App) est la mesure de Lebesgue sur [0,1], et définis par :

Xi(w) = Ly (w)
Xi(w) = lpyWw)

On a pour tout t dans [0,1] :
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1.3. CHAINES DE MARKOV

Ao (Ko = Xj) = Aoy ({w s Xi (@) = Xi(W)}) = Ao ([0, 1]\ A{t}) = 1.
Les processus (Xt),ci01) €t (X)yep,) sont donc modifications U'un de Uautre mais ne

sont pas indistinguables puisque les trajectoires, pour w quelconque dans §2 sont :

t — X, (w) = 1[075‘,[ (t)
t — X; (w) = l[O,w} (t)

et sont donc toujours différentes.

Exercise 2 Soit (X),c0,) un processus déterministe, tel que : X; (w) = 1, Vw € €, et
vVt e [0,1].
Soit maintenant U une v.a. de loi uniforme sur [0,1] et (Y),cq) le processus défini,

pour tout w dans €2 par :
0 sit=U(w)
Y (w) = { 1 Ailleurs

On a alors clairement, pour tout t dans [0,1] :
P{Xi=Y})=1-P{U=1}) =1

Mais en revanche :
P{vt: X, =Y,})=0.

Chaines de Markov

Les premiers processus étudiés sont, bien sir, les suites de variables aléatoires indé-
pendantes, ce qui a conduit a la loi des grands nombres et au théoréme central limite. Le
mathématicien russe Andrei Andreievitch Markov, poussé vers la théorie des probabilités
par son maitre, Pafnouti Lvovitch Tchebychev, qui démontra, sous des conditions assez
générales, le théoréme central limite, chercha & généraliser ce théoréme a des suites de
variables aléatoires dépendantes, pour répondre a une polémique entre lui et un mathéma-
ticien russe clérical et monarchiste. Il est amené ainsi a considérer des variables faiblement
dépendantes, c’est-a-dire que I’évolution future ne dépend que de I’état présent, fondement
de la théorie des processus auxquels fut donné son nom.

A.A. Markov est né & Riazan en 1856 et mort & Saint Petersbourg en 1922, ou il devint
professeur en 1886 et ou il fut membre de I’Académie des Sciences & partir de 1896. Il
succéda a son maitre, dont il fut le meilleur étudiant, comme professeur de probabilités.
Ses premiers travaux de recherche se situent dans le domaine de la théorie des nombres
et en analyse, ses recherches concernent tout particuliérement les fractions continues, les

limites d’intégrales, la convergence des séries et la théorie de I’approximation.

Définitions et propriétés

Dans ce cours, nous allons étudier les processus de Markov, qui constituent les proces-
sus stochastiques les plus simples une fois I’hypothése d’indépendance abandonnée. Nous
supposons que ’ensemble 7" est I’ensemble des entiers naturels N ; nous étudions donc les
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1.3. CHAINES DE MARKOV

chaines de Markov. De plus, le maniement des probabilités discrétes étant plus simple
que celui des probabilités continues et les exemples étant déja tres riches, nous étudions
exclusivement des chaines de Markov a valeurs dans un espace des états £ dénombrable
(fini ou infini), c’est-a-dire discret. L’espace E est muni de la tribu & = P(FE) des parties
de E, ce que nous ne précisons plus dans la suite.

Propriété de Markov

Définition 6 Une suite de variables aléatoires (X,)n>0 définie sur ’espace probabilisé
(Q, A, P), a valeurs dans un espace E discret est appelée chaine de Markov si, pour
tout n > 0 et pour toute suite (o, 1, ..., Tn, Tny1) d’éléments de E telle que la probabilité
P Xy = zo,..., X, =z, >0, nous avons :

]:P)[Xn+1 = Tp+1 | Xn = Tp,y ... 7X0 = [Eo] = ]P)[Xn—l—l = Tp+1 | Xn = In]. (51)

L’indice de la variable aléatoire étant assimilé au temps, X, représente ’observation
du processus a l'instant n. L’indice 0 représente I'instant de départ, il est appelé I'instant
initial et I’état Xy du processus en cet instant correspond a I’état initial.

L’égalité (5.1) est interprétée de la fagon suivante : I’état x,,1 du processus a I'instant
n + 1 ne dépend pas du déroulement passé, xg, ..., T, 1, mais seulement de I’état présent
x,. Ceci se traduit encore par : le déroulement futur est le méme quel que soit le dérou-
lement passé, s’il se retrouve dans le méme état présent. Cette propriété est connue sous

le nom de propriété de Markov.

Probabilités et Matrices de Transition

Nous voyons qu’il est fondamental de connaitre la probabilité d’étre dans un état y a
I'instant suivant sachant que 'on est dans un état = a l'instant présent. Ceci justifie la

définition suivante.

Définition 7 Soit (X,,),>0 une chaine de Markov a valeurs dans un espace E. On appelle
probabilités de transition la donnée, pour tout n > 0, pour tout (z,y) € E?, des

Une chaine de Markov (X,),>0 est dite homogéne si p,(x,y) ne dépend pas de l'instant
n:
vn > 0,Y(x,y) € E*, pu(z,y) = p(z.y). (5.2)

En mots, cela signifie que la probabilité de transiter d’un état x o un état y ne dépend pas
de l"instant auquel la transition se fait.

Dans la suite, nous supposons toujours que la chaine de Markov est homogéne et nous
ne le mentionnons plus explicitement. Ceci n’est pas une restriction car, si une chaine
n’est pas homogeéne, nous pouvons toujours considérer le temps comme une dimension

supplémentaire de ’espace des états.

Département de mathématques et informatique oeb



1.3. CHAINES DE MARKOV

Définition 8 Etant donné une chaine de Markov (X,),>0 & valeurs dans un espace dé-
nombrable E = {x1,xs, ...}, nous lui associons une matrice appelée matrice de transi-

tion, notée P = (p(x;,x;)), dont les coefficients,
pij = plxi, x;) = PXy = x; | Xo = 4],
sont les probabilités de transiter de ['état x; vers l’état x; :

p(x1, 1) p(xy,x2) pley,xs)
P = | p(x2, 1) p(z2,22) p(22,23)

Remarque 2 La matrice de transition est une matrice carrée de taille card(E) x card(FE).
Si Uespace E est fini, la matrice est de taille finie; si 'espace des états est dénombrable
infini, elle est alors infinie (voir par exemple le cas de la marche aléatoire ot l’espace des
états est l'ensemble 7. des entiers relatifs). Cela ne pose pas de probléme supplémentaire,
la raison étant que cette matrice est o coefficients positifs ou nuls.

Une matrice de transition, de par sa construction, posséde une propriété remarquable,
qui est que chaque ligne correspond & une loi de probabilité. Nous détaillons ceci dans la

section suivante.

Exemple 1 (Prévoir le temps) Un modéle simpliste d’évolution météorologique est le
sutvant. Supposons que la probabilité qu’il pleuve demain soit fonction des conditions mé-
téorologiques des jours précédents a travers le temps d’aujourd’hui uniquement. S’il pleut
aujourd’hui, il plewvra demain avec la probabilité . S’il fait beau aujourd’husi, il pleuvra
demain avec la probabilité 3. On décrit [’évolution de la météo a l'aide d’un processus a
deuz états : 0 pour la pluie et 1 pour le beau temps.

Solution. Ce processus a deux états est une chaine de Markov de matrice de transition

a 11—«
P:<ﬁ 1—ﬁ>

On s’efforcera dans la suite de répondre auzr questions suivantes. Quelle est la proba-
bilité conditionnelle qu’il pleuve dans quatre jours sachant qu’il pleut aujourd’hui ? Que
devient cette probabilité si l’on remplace "quatre jours" par une durée plus longue ¢

Exemple 2 (La ruine du joueur) Un joueur gagne 1 DA avec la probabilité p et perd
1 DA avec la probabilité 1 — p a chaque mise d’un jeu aléatoire dont les répétitions sont
supposées indépendantes. 1l quitte la partie lorsque sa fortune atteint la valeur r ou bien
lorsqu’il est ruiné.

Solution. L’évolution de la fortune du joueur est décrite par une chaine de Markov a

valeurs dans {0, ...,r} dont les probabilités de transition sont données par

pi,i+1:p:1_pi,z¥1> t=1,...,r—1
et
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1.3. CHAINES DE MARKOV

Po,0 = Prp = 1.

Dans ce cas, la matrice P est égale a

1 0 0 0
1—0p 0 P 0
P= 0 1—p O
: o
0 -0 0 1

Lorsque la chaine rentre dans les états 0 ou r, elle ne peut plus en sortir. Ces états

sont dits absorbants.

Matrices Stochastiques

Soit P une matrice de transition associée & une chaine de Markov. Etant donnée une
ligne correspondant & un état x, les valeurs des colonnes décrivent tous les états possibles
a I’étape suivante ; par suite, chaque ligne est une probabilité discréte. De telles matrices
ont une trés grande importance, au-dela du calcul des probabilités, d’ou I'introduction

des définitions qui suivent.

Définition 9 Une matrice carrée P = (p(z,y)), dont les lignes et colonnes sont indexées
par un ensemble d’états E dénombrable (fini ou infini), telle que toutes les lignes sont
des probabilités, s’appelle une matrice stochastique. Une matrice stochastique est donc
caractérisée par les propriétés suivantes :

1) tous les coefficients sont positifs ou nuls : ¥(x,y) € E* p(z,y) > 0,

2) les coefficients de chacune des lignes somment & 1 : Vx € E, ZyeEp(:B,y) =1.

Exercise 3 Montrer que la matrice de transition P = (p(x,y)) associée & une chaine de
Markov (X,,)n>0 @ valeurs dans E est une matrice stochastique.

Solution :. Par définition de la matrice de transition P, pour tout (x,y) € E?, est :
p(z,y) =P[Xpi1 =y | X, =2].

Et on a, une probabilité conditionnelle est une probabilité. Ainsi, P[- | {X,, = x}] est
une probabilité. Ceci implique immédiatement la positivité de p(z,y). Aussi, nous avons
que pour tout x € F,

P{ X1 = X, =z —u
S o) = S B | X, — o] = St Pl o i};{ N Pt =

yeE yekl

—

—

Ceci démontre que les coefficients de chacune des lignes somment a 1 et conclut la preuve.

Exercise 4 Montrer que toute matrice stochastique P = (p(x,y)) admet une valeur
propre égale a 1 et comme vecteur propre associé le vecteur, noté e, dont toutes les coor-

données sont égales a 1.
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Solution : Soit P = (p(x,y)) une matrice stochastique définie sur £ ; pour établir que
le vecteur e = (e(z)) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1, il suffit d’établir
I’égalité :

Pe=e.

Or, nous obtenons pour tout x :

= (@ yely) = > plz,y) =1,

yekl yel

la matrice P étant stochastique.

Exercise 5 Montrer que le produit de deux matrices stochastiques indexées par le méme
ensemble E est encore une matrice stochastique.

Solution. Soit P = (p(x,y)) et Q@ = (q(z,y)) deux matrices stochastiques. Appelons
R la matrice produit R = PQ = (r(z,y)). Nous voyons premiérement que les coefficients
de la matrice R sont positifs comme somme de produits de coefficients eux-mémes positifs.
De plus, en effectuant la somme sur la ligne x des coefficients de la matrice R, nous

obtenons, par définition du produit matriciel :

D rlwy) =Y plx.2)alzy) =D > p,2)a(zy) =Y ple,2) (Zﬂmﬁ)zzp(%@:

yer yeE zeFE zeFE yeFk zeE yek zeE

P et (Q étant deux matrices stochastiques.
La matrice produit R est donc une matrice stochastique.
Nous pouvons en déduire immédiatement par récurrence le corollaire suivant, ou P"

est la matrice P a la puissance n :

Corollaire 1 Soit P une matrice stochastique, alors pour tout n > 0, la matrice P" est

encore une matrice stochastique.

Démonstration. La propriété est vraie a I’ordre 0 et 1, la matrice P étant une matrice
stochastique. Nous la supposons vraie a 'ordre n — 1, hypothése de récurrence. Or, nous
avons par définition du produit matriciel & 'ordre n :

pP*=p.pr1
ce qui indique que la matrice P™ est une matrice stochastique comme produit de deux

matrices stochastiques : P et P" 1,

Graphe Associé a une Chaine de Markov Ho-
mogene

A partir de la matrice de transition d’une chaine de Markov, nous construisons un
graphe. Il donne les mémes informations que la matrice mais, comme toute représentation

graphique, a 'avantage d’étre plus parlant.
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1.3. CHAINES DE MARKOV

Définition 10 Etant donnée une chaine de Markov (Xn)n>o0 définie sur un espace d’états
E, le graphe de la chaine est le graphe construit a partir de la matrice de transition
ainsi : les sommets sont les états et les arétes (orientées) représentent les transitions
possibles d’un état vers un autre. Au-dessus de chaque aréte, on écrit la probabilité de

transition correspondante.
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