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Exercice 1 (07 pts, 30 mn) Soit Q = {(z,t) e R%;0< 2 <1, 0<t <1}, on définit le
probléme de Laplace avec des conditions de Dirichlet non homogénes suivant :

0? 0?
@y—i_ﬁyzou (x7t) 6]0,1[X]0,1[,
y(x,0) = 2, y(v,1) =22 — 1, Vo € [0,1], (1)

y(0,t) = —t, y(1,t) =2 —t, Vt € [0,1],
ovy=vylx,t).

1. Représenter graphiquement les conditions de Dirichlet de ce probléme sur le bord du
domaine §2.

2. Déterminer a et b telle que y (x,t) = ax + bt est une solution exacte du probléme (1).

3. Fizonsn =3 et m = 1, pour x; = iAz, t; = jAt ot Ax = #1 et At = m+r1 Ecrire

le schéma de différences finies correspondant au probléme (1), puis calculer la solution
approchée et la comparer a la solution exacte.

Exercice 2 (07 pts, 30 mn) Considérons l’équation aux différences finies suivante :

. — 1_2€_At 4 &T—At_ﬁ . 4 éT—At_'_ﬁ . . (2)
yz,j+1 - (A:L’)Q yz,] (AIE>2 QAx yz+1,] (A.T)Q QASC ylfl,j7

sous la condition initiale et les conditions auz limites suivantes :

Yio = Yo (z5),Vi = In,
Yoj = Ynt1y = O,VJ = lvma

ol 1o est une fonction donnée, et Ax,At, ainsi que € sont des constantes strictement
POSiItives.

1. Montrer que lerreur de consistance du schéma est majorée par C(At + (Az)?), ou C
est une constante dépendant de la solution exacte de I’équation différentielle partielle
suivante :

2

x,t)—kgy(x,t)—a%y(x,t) =0,z €]0,1[,t €10, T7. (3)

§< ox



2. Sous quelle condition sur At et Ax peut-on garantir que :
195l < llollo - Vi = 1, -
3. Enoncer un résultat de convergence pour le schéma (2).

Exercice 3 (07 pts, 30 mn) On considére le probléme suivant :

—y"(t) = sin(t), pourt € Q=10,1[,
y(0) = 0, W
y(1) = 0.

1. Déterminer la solution exacte du probléme (4).

2. On prend h = % et to = 0.
On souhaite approximer la solution de (4) a 'aide de la méthode des éléments finis

linéaires (P;), en effectuant les calculs avec une précision de trois décimales.

(a) Ecrire le probléme approché sous la forme d’un systéme linéaire Ay = b, puis
résoudre ce systéme pour déterminer y.

(b) Comparer la solution approchée obtenue a la solution exacte.

Bon succés !



Solution
Exercice 1
1. Tracons le domaine €2 :

............... 1t Gy o M
LoyEt DEEWEO L by
,lg-.eﬁorhal ne.glOETvé:galg....g ........ g....
.................................................................................. (1 pt)
2. Déterminons a et b :
On sait que y (x,t) = ax + bt est une solution exacte, alors
a = 2,
b = -1
D’out la solution exacte du probléme stationnaire (1) est y (z,t) = 2x — t.
................................................................................. (2 pts)

3.Onfixen=3etm=1:
On a Az = 1 et At = o le schéma de différences finies correspond & ce probléme est
donné par
Ayi—1; — 10y 5 + Wiv1; + Yij1 + Yij1 = 0,1 <0 <355 =1,
Yio = 5,Yi2 =35 — 1,0 <1< 4,
Yo =—2Lys; =2-1,0<j <2

.................................................................................. (1 pt)
On fixe j=1etonapouri=1,23:
1 \!

(Y11, 92,1, Y3,1)" = <07§71> -
............................................................................... (1.5 pts)
La comparaison entre les deux solutions : on a

, , 2t 5 1,
y (i, t5) = 2x; — t; = 2iAx — jJAL = T 2= 5(1—])
D’ou
(xhyl) (1‘1791) (J:Qayl) ($37y1)
solution approchée | 0 0.5 1
solution exacte 0 0.5 1
............................................................................... (1.5 pts)



Exercice 2
1. L’erreur de consistance : En utilisant le développement de Taylor, on obtient :

0 0 0?
gm’ = (a + % — 8@) Yy (Ii,tj)

At Az)?
+7ytt (ZL};, Tlm) + %

€ (Ax)2

Donc |€;;| < C(At + (Az)?),

ol C' = max <%max |y (2, t)] , smax ®)
t T

Y (x,t)‘ + es5max

s (%t))) :
Alors, = ||€]| ., — 0 quand (Az, At) — (0,0) et le schéma est consistant d’ordre 2
pour 'espace et d’ordre 1 pour le temps.
............................................................................... (3.5 pts)
2. La condition CFL (Courant Freidrichs-Lax) : Toutes les coefficients soient positives,
c’est-a-dire

o < /= o o= = . o 4 = o
Y= (1 (Ax)2> maxyig ((AI)Q 2Ax> maxyi + ((Am)2 * 2Ax> MaXYi.j

< maxy; ;
T

= maxy; j+1 < maxy;; = maxy,; ; < maxy; o (par réccurence).
7 1 T T

Alors, on a : miax|yi7j] < miax|yi70\ — HyjHOO <|lvolloo . Vi =1,---m.

1,J+1 — <A$)2 2,J (Ax)Q 2A.§C i+1,5 (A:C)2 2Am =15 2]

Donc

leiji1] < max|e; ;| + AtC(At + (Az)?) (par stabilité “condition (5)” et consistance)
— e, < max|e o] + mAtC(AL + (Az)?)
= |lesll < leollo + CT (AL + (Az)?), oo mAt =T.

Comme ||eg||,, = 0, alors, ||ej|| . < OT(At+(Ax)*) = |l¢j]| . — 0 quand (Az, At) —
0,0).

Consistance + Stabilité = Convergence.



Exercice 3
1. La solution exacte du probléme est

y (t) =sin(t) — tsin (1).

2. a. Eléments finis linéaires :
FV: fol Y (t)' (t)dt = fol sin () v (t) dt, o v est une fonction de test

(FVA) < Ay =bou

A= ( _63 _63 ) = matrice de rigidité.

b. Comparaison :

- (1) (49)- (s



