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Exercice 1 (07 pts, 30 mn) Soit 
 = f(x; t) 2 R2; 0 � x � 1; 0 � t � 1g ; on dé�nit le
problème de Laplace avec des conditions de Dirichlet non homogènes suivant :8><>:

@2

@x2
y +

@2

@t2
y = 0; (x; t) 2 ]0; 1[� ]0; 1[ ;

y(x; 0) = 2x; y(x; 1) = 2x� 1; 8x 2 [0; 1] ;
y(0; t) = �t; y(1; t) = 2� t; 8t 2 [0; 1] ;

(1)

où y = y (x; t) :

1. Représenter graphiquement les conditions de Dirichlet de ce problème sur le bord du
domaine 
:

2. Déterminer a et b telle que y (x; t) = ax+ bt est une solution exacte du problème (1).

3. Fixons n = 3 et m = 1, pour xi = i�x, tj = j�t où �x = 1
n+1

et �t = 1
m+1

: Écrire
le schéma de di¤érences �nies correspondant au problème (1), puis calculer la solution
approchée et la comparer à la solution exacte.

Exercice 2 (07 pts, 30 mn) Considérons l�équation aux di¤érences �nies suivante :

yi;j+1 =

�
1� 2"�t

(�x)2

�
yi;j +

�
"�t

(�x)2
� �t

2�x

�
yi+1;j +

�
"�t

(�x)2
+
�t

2�x

�
yi�1;j; (2)

sous la condition initiale et les conditions aux limites suivantes :

yi;0 = y0 (xi) ;8i = 1; n;
y0;j = yn+1;j = 0;8j = 1;m;

où y0 est une fonction donnée, et �x;�t; ainsi que " sont des constantes strictement
positives.

1. Montrer que l�erreur de consistance du schéma est majorée par C(�t + (�x)2), où C
est une constante dépendant de la solution exacte de l�équation di¤érentielle partielle
suivante :

@

@t
y (x; t) +

@

@x
y (x; t)� " @

2

@x2
y (x; t) = 0; x 2 ]0; 1[ ; t 2 ]0; T [ : (3)
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2. Sous quelle condition sur �t et �x peut-on garantir que :

kyjk1 � ky0k1 ;8j = 1; � � �m:

3. Énoncer un résultat de convergence pour le schéma (2).

Exercice 3 (07 pts, 30 mn) On considère le problème suivant :8<:
�y00(t)
y (0)
y (1)

=
=
=

sin(t); pour t 2 
 = ]0; 1[ ;
0;
0:

(4)

1. Déterminer la solution exacte du problème (4).

2. On prend h = 1
3
et t0 = 0:

On souhaite approximer la solution de (4) à l�aide de la méthode des éléments �nis
linéaires (P1), en e¤ectuant les calculs avec une précision de trois décimales.

(a) Écrire le problème approché sous la forme d�un système linéaire Aey = b; puis
résoudre ce système pour déterminer ey:

(b) Comparer la solution approchée obtenue à la solution exacte.

Bon succès !
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Solution
Exercice 1
1. Traçons le domaine 
 :

y=2x

y=2x­1

y=­t y=2­tDelta(y)=0

Le domaine "Oméga"

0 1

1

x

t

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)
2. Déterminons a et b :
On sait que y (x; t) = ax+ bt est une solution exacte, alors

a = 2;

b = �1:
D�où la solution exacte du problème stationnaire (1) est y (x; t) = 2x� t:
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 pts)
3. On �xe n = 3 et m = 1 :

On a �x =
1

4
et �t =

1

2
; le schéma de di¤érences �nies correspond à ce problème est

donné par 8<:
4yi�1;j � 10yi;j + 4yi+1;j + yi;j�1 + yi;j+1 = 0; 1 � i � 3; j = 1;

yi;0 =
i
2
; yi;2 =

i
2
� 1; 0 � i � 4;

y0;j = � j
2
; y4;j = 2� j

2
; 0 � j � 2:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)
On �xe j = 1 et on a pour i = 1; 2; 3 :

(y1;1; y2;1; y3;1)
t =

�
0;
1

2
; 1

�t
:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5 pts)
La comparaison entre les deux solutions : on a

y (xi; tj) = 2xi � tj = 2i�x� j�t =
2i

4
� j
2
=
1

2
(i� j) :

D�où

(xi; y1) (x1; y1) (x2; y1) (x3; y1)
solution approchée 0 0:5 1
solution exacte 0 0:5 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5 pts)
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Exercice 2
1. L�erreur de consistance : En utilisant le développement de Taylor, on obtient :

Ei;j =

�
@

@t
+
@

@x
� " @

2

@x2

�
y (xi; tj)

+
�t

2
ytt (xi; �m) +

(�x)2

6
y(3)x (�i; tn) +

�" (�x)2

12
y(4)x (�i; tn)

Donc jEi;jj � C(�t+ (�x)2);
où C = max

�
1
2
max
t
jytt (x; t)j ; 16maxx

���y(3)x (x; t)
���+ " 112maxx ���y(4)x (x; t)

���� :
Alors, =) kEk1 �! 0 quand (�x;�t) �! (0; 0) et le schéma est consistant d�ordre 2

pour l�espace et d�ordre 1 pour le temps.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.5 pts)
2. La condition CFL (Courant Freidrichs-Lax) : Toutes les coe¢ cients soient positives,

c�est-à-dire

1 � 2"�t

(�x)2
et

"

�x
� 1

2
: (5)

Sous les conditions (5), on a :

yi;j+1 �
�
1� 2"�t

(�x)2

�
max
i
yi;j +

�
"�t

(�x)2
� �t

2�x

�
max
i
yi;j +

�
"�t

(�x)2
+
�t

2�x

�
max
i
yi;j

� max
i
yi;j

=) max
i
yi;j+1 � max

i
yi;j =) max

i
yi;j � max

i
yi;0 (par réccurence).

Alors, on a : max
i
jyi;jj � max

i
jyi;0j =) kyjk1 � ky0k1 ;8j = 1; � � �m:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 pts)
3. La convergence. On a : ei;j = y (xi; tj)� yi;j. Donc

ei;j+1 =

�
1� 2"�t

(�x)2

�
ei;j +

�
"�t

(�x)2
� �t

2�x

�
ei+1;j +

�
"�t

(�x)2
+
�t

2�x

�
ei�1;j +�tEi;j

Donc

jei;j+1j � max jei;jj+�tC(�t+ (�x)2) (par stabilité �condition (5)�et consistance)
=) jei;jj � max jei;0j+m�tC(�t+ (�x)2)
=) kejk1 � ke0k1 + CT (�t+ (�x)

2); où m�t = T:

Comme ke0k1 = 0; alors, kejk1 � CT (�t+(�x)
2) =) kejk1 �! 0 quand (�x;�t) �!

(0; 0) :

Consistance + Stabilité � Convergence.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.5 pts)
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Exercice 3
1. La solution exacte du problème est

y (t) = sin (t)� t sin (1) :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)
2. a. Eléments �nis linéaires :
FV :

R 1
0
y0(t)v0(t)dt =

R 1
0
sin (t) v (t) dt; où v est une fonction de test

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)
FV A :

R 1
0
y0h(t)v

0
h(t)dt =

R 1
0
sin (t) vh (t) dt; où vh 2 vect f�1; �2g :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)
(FV A)() Aey = b où
A =

�
6 �3
�3 6

�
= matrice de rigidité.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)

b =

�
0:108
0:204

�
:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)

Aey = b() ey = A�1 � b = � 4:667
5:733

�
:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)
b. Comparaison :ey = � y1

y2

�
=

�
4:667
5:733

�
'
�
y
�
1
3

�
y
�
2
3

� � = � 4:670
5:739

�
:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 pt)
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