
Chapitre II 

ESPACES DE HILBERT 

11.1. Généralités 

11.1.1. Définitions 

Définition 11.1.1. Soit H un espace vectoriel réel, resp. complexe. On appelle 
produit scalaire sur H toute forme bilinéaire symétrique, resp. hermitienne, 
qui est définie positive. 

On notera (x 1 y) le produit scalaire des vecteurs x, y E H. 

Cela signifie que l'application : 

(.1.): HxH ---+ OC=IRouC 
(x,y) ~ (x 1 y) 

vérifie : 
1) pour tout y EH, l'application x EH i-t (x 1 y) E OC est une forme linéaire; 
2) pour tous x,y EH, on a: 

{ (y 1 x) = (x 1 y) si l'espace est réel 
(y 1 x) = (x 1 y) si l'espace est complexe; 

3) pour tout x EH, on a (x 1x)~0 et (x i·x) = 0 si et seulement six= O. 

Remarque. Notons que dans le cas complexe, on a donc, pour x, y E H et À E C : 

1 (X 1 Ày) = À (X 1 y) I · 

Définition 11.1.2. Si l'espace vectoriel H est muni d'un produit scalaire, on 
dit que c'est un espace préhilbertien. 
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Exemples. 
1) a) Le produit scalaire usuel de !Rn est défini par : 

1 (x / y) = X1Y1 + · · · + XnYn 1 

pour X= (xi, ... , Xn), y= (yi, ... , Yn) E !Rn. 
Le produit scalaire usuel de en est défini par : 

1 (x / Y) = X1'ffi + · · · + XnYn 1 

pour X= (xi, ... , Xn), y= (y1, ... , Yn) E en. 

b) On peut définir d'autres produits scalaires sur ocn en se donnant des poids, 
c'est-à-dire des nombres w1, ... , Wn > 0, et en posant : 

l (x 1 y) ~ ~ WkXk:k , 

(x / y) = L WkXkYk, 
k=l 

si IK =IR; 

si IK = C. 

2) Si (S, !Y, m) est un espace mesuré, on munit H = L2 (m) d'un produit scalaire 
(que l'on qualifiera de naturel) en posant, pour f,g E L 2 (m) : 

1 (! / g) = h f g dm 1 dans le cas réel, 

et: 

1 (! / g) = h fg dm 1 dans le cas complexe. 

En particulier, sur f2, on a le produit scalaire naturel défini par : 

OO 

( x / Y) = L XnYn dans le cas réel, 
n=l 

et: 
OO 

(x 1 y)= L XnYn dans le cas complexe. 
n=l 

11.1.2. Propriétés élémentaires 

Notation. Puisque (x / x) ;;::: 0, on peut poser : 

l llxll = J(XTX) 1. 
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Proposition 11.1.3. Pour tous x, y E H : 

a) l llx + Yll2 = llxll2 + IJYll2 + 2 (x 1 y) 1 (cas réel); 

b) l llx + Yll2 = llxll2 + llYll2 + 2 Re (x 1 y) 1 (cas complexe). 

Preuve. Il suffit de développer : 

llx + ylJ2=(x+Y1 x +y) = (x 1 x) +(y 1 y)+ (x 1 y)+ (y 1 x), 

et utiliser le fait que (x 1 y)+ (y 1 x) = (x 1 y)+ (x 1y)=2(x 1 y) dans le cas réel, et 
= 2 Re (x 1 y) dans le cas complexe. D 

Théorème 11.1.4 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous x, y EH : 

l l(x 1 Y)I ~ llxll llYll I· 

Exemple. Dans le cas où H = L 2 (m), elle est équivalente à l'inégalité de Cauchy
Schwarz pour les intégrales : 

1 fs fgdml ~ fs lfgl dm~ (fs lfl2 dm) 112 (fs lgl2 dm) 112 

Preuve. On ne la fera que dans le cas complexe; c'est un peu plus facile dans le 
cas réel (on considère le signe du produit scalaire au lieu de son argument). En fait 
la preuve est valable même pour les semi-produits scalaires, c'est-à-dire si la forme 
bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) est seulement positive (c'est-à-dire que l'on 
ne demande pas que (x 1x)=0 entraîne x = 0). 

Soit () E IR tel que : 
(e-illx 1 y)= e-ill(x 1 y) E IR+ 

(si (x 1 y) =/:- 0, ()est l'argument du nombre complexe (x 1 y)). Posons x' = e-i0x. 
Pour tout t E IR, on a, par la Proposition II.1.3 : 

llx'll2 + 2 Re (x' 1 y) t + llYll2t2 = llx' + tyll2 ~ O. 

Si llYll = 0, on a llx'll2 + 2 Re (x' 1 y) t ~ 0 pour tout t E IR; cela n'est possible que 
si Re (x' 1 y) =O. Si llYIJ =/:- 0, on a un trinôme du second degré en t, qui est toujours 
positif ou nul; son discriminant doit être négatif ou nul : 

Re (x' 1 y) - llx'll2llYIJ2 ~O. 

Comme: 
(x' 1 y)= e-i0 (x 1 y)= l(x 1 y)I E IR+, 

on a: 

Re ( x' 1 Y) = ( x' 1 Y) = 1 ( x 1 Y) I · 
Comme, de plus, llx'IJ = llxll, on obtient l'inégalité annoncée. D 
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Corollaire 11.1.5. L'expression llxll = J(XTX) définit une norme sur H, 
appelée norme hilbertienne. 

Preuve. Il suffit de vérifier l'inégalité triangulaire : 

l!x + Yl! 2 = l!x1! 2 + l!Yll 2 + 2 Re (x 1 Y) ~ l!x1! 2 + l!Yll 2 + 2 l!xl! l!Yll = (llxl! + llYll) 2 , 

grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 

Corollaire 11.1.6. Pour chaque y EH, la forme linéaire : 

H -----+ OC.= lR ou C 
X 1---t (x 1 y) 

est continue. Sa norme dans H* est l 11'1>yll = l!Yll I · 
Preuve. On peut supposer y =f. O. L'inégalité de Cauchy-Schwarz dit que : 

l'l>y(x)I = l(x 1 Y)I ~ llYll l!xll; 

cela prouve que 'l>y est continue et que ll'l>yll ~ llYll· 

Comme 'l>y(Y) = l!Yll 2 , on a li'l>yl!;?:: '~r;r = llYll· 

D 

D 

Remarque importante. Cas d'égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Lorsque 
l'on regarde la preuve de l'inégalité (dans le cas d'un produit scalaire), on voit que 
l'on a l(x 1 y)I = l!xll l!Yll si et seulement si y= 0 ou bien si y =f. 0 et le discriminant du 
trinôme du second degré en t est nul ; cela signifie que ce trinôme possède une racine 
(double) : il existe to E lR tel que l!x' + toYll = 0; autrement dit e-iOx + toy = 0 : les 
vecteurs x et y sont linéairement liés. 

Inversement, si x et y sont linéairement dépendants, il est clair que l'on a égalité. 

11.1.3. Orthogonalité 

Définition 11.1.7. On dit que deux vecteurs x et y d'un espace préhilbertien H sont 
orthogonaux si (x 1 y) =O. On note 1 x J_ y I · 

Exemple. Dans H = JR.2 , pour le produit scalaire usuel, on a (-1, 1) J_ (1, 1). 

Notons que la relation d'orthogonalité est symétrique : six J_ y, alors y J_ x (car 
(y 1 x) = (x 1 y)). 

D'après la Proposition II.1.3, on a, dans le cas réel : 

x J_ Y ~ l!x + Yll 2 = l!x1! 2 + llYll 2 I, 
ce que l'on peut appeler le" Théorème de Pythagore". 

Dans le cas complexe : 

x J_ Y ~ [ llx + Yll 2 = llxll 2 + llYll 2 et llx + iyll 2 = l!xll 2 + llYll 2 ] · 
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En effet, pour tout nombre complexe a, on a lm (a) =Re (-ia) et par conséquent 
lm (x 1 y) =Re (x 1 iy). 

Des parties A, B Ç H sont dites orthogonales si tout x E A est orthogonal à 
tout y E B: 

X ..l y' 't:/x E A, 't:/y E B. 

On dit aussi que l'une est orthogonale à l'autre. 

Définition 11.1.8. L'orthogonal d'une partie A Ç H est l'ensemble : 

IA.L={yEH; y..lx, VxEA}l-

On a B.L Ç A .L si A Ç B ; donc en particulier (A) .L Ç A .L ; mais la continuité des 

applications <I> y : x t-+ ( x 1 y) entraîne que 1 (A) .L = A .L I · 

Proposition 11.1.9. Pour toute partie A de H, A.L est orthogonal à A; c'est la plus 
grande partie orthogonale à A. 

De plus A .L est un sous-espace vectoriel fermé de H. 

Preuve. Le début est clair. Pour le reste, remarquons que : 

A.L = n ker <l>x 
xEA 

et que chaque sous-espace vectoriel ker <l>x = <1>; 1 ( {O}) est fermé puisque <l>x est 
continue. D 

11.1.4. Espaces de Hilbert 

Définition 11.1.10. Si un espace préhilbertien est complet, pour sa norme 
hilbertienne, on dit que c'est un espace de Hilbert. 

C'est donc un cas particulier d'espace de Banach. 

Exemples. 1) Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert. 
Lorsque le corps de base est réel, on dit que c'est un espace euclidien, et que c'est un 
espace hermitien lorsque le corps de base est complexe. 

2) Pour toute mesure positive m, 1 L2 (m) est un espace de Hilbert,, en vertu du 

Théorème de Riesz-Fisher, puisque la norme li· 112 : 

llfll2 = ( fs lf(t)12 dm(t)) 
112 

est la norme hilbertienne associée au produit scalaire usuel : 

(! 1 g) = fs f(t)g(t) dm(t). 

En particulier, 1 f2 est un espace de Hilbert I · 
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11.2. Le Théorème de projection et ses conséquences 

11.2.1. Le Théorème de projection 

C'est grâce à ce théorème que l'on obtient toutes les "bonnes" propriétés des es
paces de Hilbert. 

Rappelons d'abord qu'une partie C d'un espace vectoriel est dite convexe si le 
segment [x, y] est contenu dans C dès lors que x, y E C : 

x, y E C ==? [x, yj Ç C, 

où [x, y]= {tx + (1 - t)y; t E [O, 1]}. 
Tout sous-espace vectoriel est convexe ; toute boule est convexe. 

Théorème 11.2.1 (Théorème de projection). Soit H un espace de Hilbert 
et soit C une partie convexe et fermée, non vide, de H. Alors, pour tout 
x E H, il existe un unique y E C tel que : 

llx - Yll = dist (x, C). 

On dit que y = Pc(x) est la projection de x sur C. Il est caractérisé par la 
propriété: 

y E C et Re ( x - y 1 z - y) ~ 0 , '</ z E C . 

Dans le cas réel, l'inégalité dans la caractérisation ( *) signifie que l'angle a = 
(x _-y:;-_ y) est obtus. 

x-y 
z-y 

z~ X 

Notons que la complétude de H n'est pas absolument indispensable : on peut la 
supprimer, mais en supposant que c'est C qui est complet. 

Preuve. 
1) Existence. On aura besoin du lemme suivant, dont la preuve est immédiate, 

avec la Proposition 11.1.3. 

Lemme 11.2.2 (identité du parallélogramme). Pour tous u, v EH : 

J 11u + vll 2 + llu - vll 2 = 2(llull 2 + llvll 2 ) J. 
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Cela signifie que la somme des carrés des diagonales d'un parallélogramme est 
égale à la somme des carrés des quatre côtés. 

Il~ V 

Soit d = dist (x, C) = infzEC llx - zll. 
Notons que si d = 0, alors x E C (car C est fermé), et y= x est l'unique point de 

C tel que llx - Yll = d. 
Pour tout n ~ 1, il existe Zn E C tel que : 

llx - Znll 2 ~ d2 + _!_. 
n 

Appliquons alors, pour n,p ~ 1, l'identité du parallélogramme à u = x - Zn et 
v = x - Zp ; on obtient : 

• Zn+Zp 
Mais, C étant convexe, on a 2 E C ; donc : 

de sorte que l'on obtient : 

llzn - z 11 2 ~ 2 (d2 + _!_ + d2 + ~) - 4d2 = 2 (_!_ + ~) · 
P n p n p 

La suite (zn)n est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle 
converge donc vers un élément y EH. Mais comme C est fermé, on a en fait, puisque 
les Zn sont dans C, y E C. 

De plus, le fait que llx - znll2 ~ d2 + 1/n entraîne, en passant à la limite, que 
llx - Yll ~ d. On a donc llx - Yll = d, puisque y E C. 

2) Unicité. Si llx - Y1 Il = llx - Y2 li = d, avec Y1, Y2 E C, alors, comme ci-dessus, 
l'identité du parallélogramme donne : 

4d2 + llY1 - Y2ll2 ~ 4 llx - Yi; y2 ll2 + llY1 - Y2112 

= 2 (llx -y1ll2 + llx -y2ll2) = 2 (d2 + d2 ); 
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d'où llY1 - Y2ll 2 ::;; 0, ce qui n'est possible que si Y1 = Y2· 

3) Preuve de ( * ). 
a) Si z E C, on a (1 - t)y + tz E C pour 0::;; t::;; 1, par la convexité de C; donc: 

llx - (1 - t)y - tzll 2 ?: !lx - y!l 2 , 

soit en développant !lx-(1-t)y-tzll 2 = !l(x-y)+t(y-z)ll 2 avec la Proposition II.1.3: 

t2 llY - zll 2 + 2tRe (x -y 1 y - z)?: O. 

Pour t =f. 0, divisons part, puis faisons ensuite tendre t vers 0; il vient Re (x - y 1 

y - z) ;:::: 0, soit : 
Re (x - y 1 z - y) ::;; 0. 

b) Réciproquement, si y vérifie ( *), on a, pour tout z E C : 

llx - zil 2 = ll(x -y+ (y - z)!l 2 = !lx - Yll 2 + llY - zll 2 + 2 Re (x -y 1 y - z) 

= !lx - Yll 2 + llY - z!l 2 - 2 Re (x - y 1 z - y) ?: llx - Yll 2 ; 

donc y= Pc(x), par unicité. 

11.2.2. Conséquences 

D 

Proposition 11.2.3. L'application Pc: H -+ C est continue; plus précisément, on 
a, pour tous x1, X2 EH : 

Preuve. Posons Y1 = Pc(x1) et Y2 = Pc(x2); la condition(*) donne: 

{ Re (x1 - Y1 j z - Y1) ::;; 0 'Vz E C; 
Re (x2 - Y2 1 z' - Y2) ::;; 0 'Vz' E C. 

En prenant z = Y2 et z' = y1, et en additionnant, il vient : 

On obtient donc : 

llY1 -y21i 2 =Re llY1 -y21i 2 =Re ([Y2 - x2] + [x2 - x1] + [x1 -yi] 1 Y2 -y1) 

=Re ([x1 - Y1] - [x2 - Y2] i Y2 - Y1) +Re (x2 - X1 i Y2 - Y1) 

::;; Re(x2-xi1 Y2 -y1) 

::;; l(x2 - X1 1 Y2 -y1)I::;; llx2 - x1ll llY2 -y1ll 

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il en résulte, en divisant par llY2 - Y1 Il (que l'on 
peut supposer non nul, car sinon le résultat est évident), que l'on a bien llY1 -y2ll ::;; 
llx2 - x1 Il· D 
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Dans le cas où le convexe C est un sous-espace vectoriel, on a de meilleures pro
priétés. 

Théorème 11.2.4. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de l'espace 
de Hilbert H, alors l'application PF: H -+ F est une application linéaire 
continue, et PF(x) est l'unique point y E F tel que : 

1 y E F et x - y E p1- , . 

Preuve. D'abord, si y E F et x - y E p1-, on a : 

dist (x, F) 2 = inf llx - zll 2 = inf [llx - Yll 2 + llY - zll 2] = llx - Yll 2 ; 
zEF zEF 

donc llx - Yll = dist (x, F) et y= PF(x). 
La réciproque résulte de la condition ( *) : 

Re (x -y 1z-y):::;0, Vz E F; 

en effet, comme Fest un sous-espace vectoriel, on a : 

z =y+ >.w E F, Vw E F et V>. E lK. 

Lorsque H est réel, on a donc, pour tout w E F : 

>.(x-ylw)=(x-yl>.w):::;o, V>.EIR, 

ce qui n'est possible que si (x -y 1 w) =O. 
Lorsque l'espace H est complexe, on a, de même, pour tout w E F : 

>.Re(x-ylw)=Re(x-yl>.w):::;O, V>.EIR, 

et, avec z = y + i>.w : 

>.Im (x - y 1 w) =Re (x - y 1 i>.w) :::; 0, V>. E 1R, 

ce qui, de nouveau, n'est possible que si (x - y 1 w) =O. 

La linéarité de PF est alors facile à voir, grâce à l'unicité; en effet, si Y1 = PF(x1), 
Y2 = PF(x2), alors (x1 -y1), (x2 -y2) E p1-; donc, pour ai, a2 E IK, (a1x1 + a2x2) -
(a1y1 + a2Y2) E p1-; donc PF(a1x1 + a2x2) = aiy1 + a2Y2· D 

Notons que la continuité a été vue à la Proposition II.2.3, et qu'en prenant x2 = 0 
dans cette proposition, on a: llPF(x)ll :::; llxll pour tout x E H; la norme de PF est 
donc :::; 1. Mais comme PF(x) = x pour tout x E F, on obtient, si F -:f. {O}, que 

l llPFll = 1,. 
A titre d'exercice, on pourra montrer que, pour un convexe fermé C, Pc est linéaire 

si et seulement si C est un sous-espace vectoriel. 
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Théorème 11.2.5. Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous
espace vectoriel fermé, on a : 

et la projection sur P parallèlement à pl.. associée est PF. Elle est donc 
continue, de sorte que la somme directe est une somme directe topologique. 

On dit que PF est la projection orthogonale sur P. 

Le fait que H soit la somme directe de Pet pl.. signifie que tout x E H s'écrit, de 

façon unique, 1 x = y + z , , avec J y E P, z E p.l. J. Notons que, puisque P et pl.. sont 

orthogonaux, on a : l!xll 2 = llYll 2 + l!zll 2 ; en d'autres termes : 

J iixll 2 = l!PF(x)!l 2 + llx - PF(x)ll 2 J. 

On retrouve le fait que PF est continue et de norme 1, si P-:/:- {O}. On voit aussi que 
llidH - PFll = 1, si pl..-:/:- {O}; mais on verra juste après qu'en fait IdH - PF est la 
projection orthogonale sur pl... 

Preuve. On a x = PF(x)+ (x-PF(x)), avec x-PF(x) E pl.., par le Théorème 11.2.4. 
D'autre part, six E P n pl.., on a, en particulier, (x 1x)=0; donc x =O. 0 

Remarque. Le Théorème 11.2.5 est vraiment spécifique aux espaces de Hilbert; en 
effet, J. Lindenstraus et L. Tzafriri ont montré en 1971 que si E est un espace de Ba
nach dans lequel tout sous-espace vectoriel fermé est l'image d'une projection conti
nue, alors cet espace E est isomorphe à un espace de Hilbert. La preuve repose sur 
le Théorème de Dvoretzky, disant que tout sous-espace vectoriel de dimension finie 
n d'un espace normé contient un sous-espace vectoriel, de dimension "assez grande", 
de l'ordre de logn, qui est très proche d'un espace de Hilbert (voir le Chapitre 8 du 
livre : D. Li - H. Queffélec, Introduction à l'étude des espaces de Banach - Analyse 
et Probabilités, Cours Spécialisés 12, Société Mathématique de France, 2004). 

Le résultat suivant peut être montré directement, mais il est facilement obtenu à 
partir du Théorème II.2.5. 

Corollaire 11.2.6. On a p.l...l.. = P pour tout sous-espace vectoriel P de l'espace de 
Hilbert H. 

Preuve. Comme pl.. est un sous-espace vectoriel fermé, par la Proposition 11.1.9, on 
peut lui appliquer le Théorème 11.2.5 : H = pl.. EB p.l..l., que l'on peut aussi écrire : 
H =Pl...!. EBP.!.. 

D'autre part, on peut aussi appliquer ce théorème au sous-espace vectoriel fermé 
p : H = p EB CP).!. = p EB pl... 

Il en résulte, puisque l'on sait que P Ç p.l..l., que p.l...l.. =P. 0 

Notons qu'en général un sous-espace vectoriel a une infinité de supplémentaires; 
mais il n'a qu'un seul supplémentaire orthogonal. 
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On en déduit, puisque HJ_ = {O} et {O}J_ = H, le critère très pratique suivant 
de densité. 

Corollaire 11.2. 7. Soit H un espace de Hilbert, et F un sous-espace vectoriel 
de H. Alors F est dense dans H si et seulement si FJ_ = { 0}. 

Ainsi, pour montrer qu'un sous-espace vectoriel F est dense dans H, il suffit de 
vérifier que : 

1 [(xly)=ü, 'v'xEF] ===:} y=ol. 

Voyons un exemple d'application. Rappelons que le support de f: lR ~ <C, noté 
suppf, est l'adhérence de {x E IR; f(x) =/:- O}. 

Théorème 11.2.8. L'espace X(IR) des fonctions continues sur lR à support 
compact est dense dans L 2 (1R). 

Ce théorème se démontre, sous une forme plus générale d'ailleurs, dans tout cours 
d'Intégration (voir aussi le Théorème III.1.2); mais il s'agit ici, même si le résultat 
est important par lui-même, de voir comment appliquer le Corollaire II.2.7. 

Notons que X(JR) n'est pas réellement contenu dans L2 (1R), puisque ce dernier 
est un espace de classes d'équivalence de fonctions, mais, comme deux applications 
continues qui sont égales presque partout, pour la mesure de Lebesgue, le sont en fait 
partout, l'application canonique j: X(JR) ~ L2 (1R), qui associe à chaque fonction 
sa classe d'équivalence, est injective; on peut donc identifier chaque f E X(JR) à sa 
classe d'équivalence j(f), c'est-à-dire X(JR) à j [X(IR)]. 
Preuve. Soit g E L2 (JR) telle que : 

(f 1 g) = k fgd>. = 0, 'v'f E X(JR). 

On veut montrer que g = O. 
En prenant les parties réelles et imaginaires, on peut supposer que g est à valeurs 

réelles, et l'on écrit g = g+ - g-. On a, pour toute f E X(JR) : 

t. 

.. f... ___ _ 

a a +1fi1 

k f(t) g+(t) dt= k f(t) g-(t) dt. 

b-1/11 b 

Soit a < b. Il existe des fn E X(JR) telles 
que: 

{ Ü:::;; f n :::;; ][Ja,b[> 

f n(t)---+ ][]a b[(t) pour t E IR, 
n-+oo ' 

et telles que la suite Un)n soit croissante. 
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Le Théorème de convergence monotone donne : 

lb g+(t)dt = limt r fn(t)g+(t)dt = _limt r fn(t)g-(t)dt =lb g-(t)dt. 
a n-+oo }R n-+oo }R a 

Cela veut dire que les mesures positivesµ= g+ .À et v = g- .À sont égales sur tous les 
intervalles ]a, b[ et y prennent des valeurs finies : 

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le Théorème d'unicité des mesures dit alors que 
µ = v. Cela signifie que g+ = g- presque partout, c'est-à-dire g = 0 dans L2 (JR.). D 

Corollaire II.2.9. 'ef([O, 1]) est dense dans L2 (0, 1). 

Preuve. Soit f E L2 (0, 1). Prolongeons-la en 1 sur lR. par 0 en dehors de [O, l]. On 
a 1 E L2 (1R.). Pour tout c > 0, il existe g E X(IR.) telle que Il! - 9llL2(R) ~ c. Soit 
h = 9i[O,l] la restriction de g à [O, l]. On a, d'une part, h E 'ef([O, 1]) et, d'autre part, 

Il! - hllL2(0,1) ~ 111- gllL2(R) ~ €. D 

11.2.3. Représentation du dual 

Rappelons que le dual est : 

H* = { <I> : H -+ ][{ ; <I> linéaire continue} , 

où ][{ = lR. ou <C est le corps de base. 
Savoir donner une représentation "concrète" du dual d'un espace fonctionnel per

met souvent de résoudre des problèmes sur l'espace lui-même. Dans le cas des espaces 
de Hilbert, c'est particulièrement simple. 

Rappelons d'abord que nous avons vu que, pour tout y E H, la forme linéaire 
<I>y: x E H i-+ (x 1 y) est continue, c'est-à-dire est un élément du dual H*, et que 
ll<I>yll = llYll· Il s'avère que tous les éléments du dual sont de cette forme .. 

Théorème II.2.10 (Théorème de représentation de Fréchet-Riesz). 
Soit H un espace de Hilbert. Pour toute <I> E H*, il existe un (unique) 

y EH tel que J <I>(x) = (x 1 y) j pour tout x EH. 

Ce théorème a été prouvé, de façon indépendante, par M. Fréchet et F. Riesz en 
1907, pour H = L2 (0, 1); les deux articles ont été publiés, par coïncidence, dans le 
même numéro des Notes aux Compte-rendus de l'Académie des Sciences. 

Une autre façon de voir ce théorème est de dire que l'application : 

J: H --+ H* 
y f----7 <I>y = J(y) 



11.2. LE THÉORÈME DE PROJECTION ET SES CONSÉQUENCES 39 

est surjective. Elle est donc bijective car c'est une isométrie (au sens des espaces 
métriques): llJ(y)- J(y')ll = ll<I>y - <l>y1 ll = ll<I>y-y1 ll = Jly-y'll· 

Notons que dans le cas réel, J est linéaire, mais que dans le cas complexe, elle 
n'est que semi-linéaire. 

Preuve. Nous savons déjà que J est une isométrie métrique; cela prouve l'unicité. 
Ce qu'il faut voir, c'est la surjectivité. 

Soit cI> E H*, non nulle. Comme cI> est continue, le sous-espace vectoriel F = ker cI> 
est fermé. Donc : 

H = (ker cI>) $ (ker cI> ).L. 

Mais comme cI> est une forme linéaire non nulle, ker cI> est de codimension 1 ; donc 
(ker cI>) .L est de dimension 1. 

Soit u E (kercJ>).L, de norme 1, et posons y= <I>(u)u. Alors, comme y E (kercJ>).L, 
<l>y est nulle sur ker cI>; mais, d'autre part : 

<I>y(u) = (u 1 y) = <I>(u) (u 1 u) = <I>(u) llull2 = <I>(u). 

Ainsi l'on a bien cI> = <l>y. D 

Remarque. La valeur y= <I>(u) u peut sembler ''tomber du ciel". En fait, si l'on veut 
avoir <I>(x) = (x 1 y) pour tout x E H, on doit l'avoir pour x E ker cI>; donc y doit être 
dans (kercJ>).L. Ainsi y= eu, et l'égalité <I>(u) = (u 1 y) entraîne <I>(u) = ë(u 1 u) = 
ë llull 2 = ë. On a donc forcément y= <I>(u) u. 

11.2.4. Adjoint d'un opérateur 

On appelle opérateur sur H toute application linéaire continue T: H --+ H. 

Proposition 11.2.11. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout T E !L'(H), il existe 
un autre opérateur, noté T*, et appelé l'adjoint de T, tel que : 

1(Tx1 y)= (x 1T*y)1, 'Vx,y EH. 

De plus llT*ll = llTll· 
Preuve. Soit y EH. L'application: ,.:.p.V.. \ 

<l>y oT: H -t H 
x 1---t (Tx 1 y) 

est une forme linéaire continue sur H ; il existe donc, par le Théorème de Fréchet
Riesz, un unique élément de H, que l'on notera T*y, tel que: 

(x 1 T*y) = (Tx 1 y), 'Vx E H. 

A cause de l'unicité, l'application T*: y E H i-+ T*y E H est clairement linéaire : si 
Yi.Y2 EH et ai,a2 E JK, on a, pour tout x EH: 

(x 1 T*(a1y1 +a2y2)) = (Tx 1 aiY1 +a2y2) =a1(Tx 1 Y1) +a2(Tx 1 Y2) 
= a1(x 1 T*y1) + a2(x 1 T*y2) = (x 1 aiT*y1 + a2T*y2); 

donc T*(a1Y1 + a2Y2) = aiT*y1 + a2T*y2. 
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D'autre part, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne: 

l(<I>y 0 T)(x)I = l(Tx 1 y)I ~ llTxll llYll ~ llTll llxll llYll; 

donc llT*yll = ll<I>y o Tii ~ llTll llYll· Cela prouve que l'application linéaire T* est 
continue et que llT* Il ~ llTll · 

Pour voir que llTll ~ llT* Il; remarquons que T* a lui-même un adjoint T**, et que 
l'on a T** = T : 

(y 1 T**x) = (T*y 1 x) =(y 1 Tx) 

pour tous x, y E H; cela implique que T**x = Tx pour tout x E H. Alors llTll = 
llT** Il ~ llT* 11. D 

11.3. Bases orthonormées 

Pour éviter de parler de familles sommables, on se restreindra aux espaces sé
parables. Pour le cas général, on pourra se reporter, par exemple, au livre de G. 
Choquet, Cours d'Analyse, Masson. 

11.3.1. Espaces séparables 

Définition 11.3.1. Un espace topologique E est dit séparable s'il existe une partie 
D ç; E qui est dénombrable et dense dans E : D = E. 

Dans le cas des espaces normés, on a une notion équivalente. 

Proposition 11.3.2. Soit E un espace vectoriel normé. Pour que E soit séparable, il 
faut et il suffit qu'il existe dans E une partie Â qui soit dénombrable et totale dans 
E. 

On dit qu'une partie 6. d'un espace vectoriel normé E est totale lorsque le sous
espace vectoriel vect (6.) engendré par cette partie est dense. 

Preuve. Le Q-sous-espace vectoriel (respectivement le (Q+iQ)-sous-espace vectoriel) 
engendré par Â est dénombrable et son adhérence est la même que celle de vect (6.). 

D 

Exemples. 
1) Tout espace vectoriel de dimension finie est séparable. 
2) Les espaces Co et ep, pour 1 ::(: p < oo, sont séparables, car si 

en = (0, ... , 0, 1 , 0, ... ) , 
t 

nième place 

alors Â ={en; n ~ 1} est totale, puisque, pour tout x = (6,6, ... ) E lp, on a: 

OO 

llx - ( 6 ei + .. · + Çnen) llP = '""' IÇk IP ----+ 0; L-t n-.+CXJ 
k=n+l 
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et lorsque x E co : 

On peut montrer (Exercice 19 du Chapitre I) que 1!00 n'est pas séparable. 

Proposition 11.3.3. Tout sous-espace d'un espace métrique séparable est séparable. 

Preuve. Soit E un espace métrique séparable, D = { Xn ; n ? 1} une partie de E 
dénombrable dense, et F Ç E. Pourtout couple d'entiers n, k? tels que FnB(xn, l/k) 
ne soit pas vide, choisissons un élément Yn,k E F n B(xn, l/k); sinon (pour des 
questions de notation), posons Yn,k = Yo, où Yo est un élément fixe donné de F (on 
peut supposer F non vide). Alors Dp = {Yn,k; n,k? 1} est une partie dénombrable 
de F, et elle est dense dans F : soit y E F; il existe, pour tout k ? 1, un entier 
n? 1 tel que d(y, Xn) ~ l/k; on a donc y E B(xn, l/k); donc F n B(xn, l/k) =f. 0, et 
Yn,k E F n B(xn, l/k); alors d(y, Yn,k) ~ d(y, xn) + d(xn, Yn,k) ~ 2/k. D 

Remarque. Ce n'est pas vrai dans les espaces topologiques généraux. En effet, pour 
tout ensemble l, il existe un "gros" espace compact /31, appelé compactifié de Stone
Cech de l dans lequel l est dense (il a la propriété que toute fonction bornée sur l 
à valeurs scalaires se prolonge de façon unique en une fonction continue sur /31, avec 
les mêmes bornes). Le compactifié de Stone-Ôech /3N de N est donc séparable ; mais 
on peut montrer que f3N \ N n'est pas séparable. 

Notons que, d'après la propriété de prolongement, l'espace 'i&'(/3N) des fonctions 
continues sur /3N est isométrique à 1!00 • Alors co est isométrique au sous-espace {! E 
'i&'(/3N); f(x) = 0 pour x E /3N \ N}. La non séparabilité de l'espace topologique 
/3N \ N correspond à la non séparabilité de l'espace de Banach quotient 1!00 /c0 . 

11.3.2. Systèmes orthonormés 

Nous supposerons dans la suite que H est un espace préhilbertien, de dimension 
infinie. 

Définition 11.3.4. Soit (ui)iEI une famille d'éléments de H, indexée par un ensemble 
arbitraire l, non vide. On dit que c'est une famille orthonormée, ou un système 
orthonormé, si : 

1) lluill = 1, \:/i El; 
2) Ui J_ Uj , \:/i =/. j. 

Notons que tout sous-système (ui)iEJ (J Ç I) d'un système orthonormé (ui)iEI 
est encore orthonormé. 

Exemples. 
1) Dans f2, la suite (en)n~l est orthonormée. 
2) Dans L2 (0, 1), on pose : 

1 en ( t) = e27rint , , n E Z ; 

le système ( en)nEZ est orthonormé; on dit que c'est le système trigonométrique. 
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Proposition 11.3.5. Si le système fini ( u1 , ... , un) est orthonormé, alors, pour tous 
ai, ... , an E lK : 

Preuve. Il suffit de développer en utilisant la Proposition II.1.3 : 

n 2 n 

li 2:>kukll = L llakukll2 + L(akuk 1 ajuj), 
k=l k=l k,Pj 

et d'utiliser que llakukll = lakl llukll = lakl et que, pour k =f j, (akuk 1 ajuj) 
akai(uk 1 ui) =o. D 

Corollaire 11.3.6. Toute famille orthonormée est libre (c'est-à-dire que les vecteurs 
la composant sont linéairement indépendants). 

Proposition 11.3. 7 (Inégalité de Bessel). Soit H un espace préhilbertien. Pour toute 
famille orthonormée (ui)iEI dans H, on a, pour tout x EH : 

L l(x 1 ui)l2 ~ llxll 2 
iEJ 

Dans l'inégalité ci-dessus, la somme au premier membre est définie de la façon 
suivante : si (ai)iEJ est une famille de nombres réels positifs, alors : 

d 'f 
Lai ~ sup Lai. 
iEJ JÇI, Jfinie iEJ 

Si l2(I) = {(ai)iEJ E IK1 ; L:iEJ lail2 < +oo}, l'inégalité de Bessel entraîne que l'on a 
une application : 

S: H ----+ l2(I) 
X 1-----t ((x 1 Ui))iEJ 

elle est linéaire, et l'inégalité de Bessel dit de plus qu'elle est continue, et de norme 
~ 1. 

Preuve. Si Çi = (x 1 ui), on a, puisque la famille est orthonormée, pour toute partie 
finie J de I : 

0 ~ llx - L Çiuill2 = llxll2 - 2 L Re (x 1 Çiui) + L IÇil2' 
iEJ iEJ iEJ 

ce qui donne le résultat car (x 1 Çiui) = ~i(x 1 ui) = ~içi = IÇil2. D 
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Proposition 11.3.8. Soit H un espace préhilbertien et soit (un)n~I une suite or
thonormée dans H. Si un vecteur x E H peut s'écrire x = .L::=l Çnun, alors on a 

forcément 1 Çn = (x 1 un) 1 pour tout n ;?: 1. 

Ici "suite" signifie ''famille dénombrable". 

Preuve. Pour chaque k ;?: 1, la forme linéaire <Puk est continue; donc : 

OO OO 

D 
n=l n=l 

Proposition 11.3.9. Soit (un)n~l une suite orthonormée et x = .L::=l Çnun. Soit 
Fn le sous-espace vectoriel engendré par u 1 , ... , Un. Alors : 

n 

PFn(x) = LÇkUk · 
k=l 

Preuve. Comme on a Çk = (x 1 uk), par la proposition précédente, on obtient que 
(x- L~=l Çkuk 1ui)=0 pour tout j ~ n; donc si Yn = .L:~=l Çkuk, on a x-yn E F~. 
Comme Yn E Fn, la caractérisation du Théorème II.2.4 dit que Yn = PFn(x). D 

Proposition 11.3.10. Si H est un espace de Hilbert, et (un)n~I est une suite ortho
normée dans H, alors, pour toute suite (Çn)n~I E f2, la série .L::=l Çnun converge 
dans H. 

En d'autres termes (en utilisant la Proposition II.3.8), l'application linéaire conti-
nue: 

est surjective. 

S: H ---+ 
X f----t 

Preuve. Il suffit de remarquer que la série vérifie le critère de Cauchy, car la Propo
sition II.3.5 donne : 

n+p 2 n+p 

llLÇkukll = LIÇnl 2 ~0, 
k=n k=n 

uniformément en p. 

11.3.3. Bases orthonormées 

Définition 11.3.11. On dit qu'une suite orthonormée (un)n~I dans un espace 
préhilbertien H est une base orthonormée de H si l'ensemble {Un ; n ;?: 1} 
est total dans H. On dit aussi que (un)n~I est une base hilbertienne. 

D 

Notons que, comme on s'est restreint à prendre des familles dénombrables, l'espace 
H sera forcément séparable. 
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D'autre part, il faut noter que cette notion de base orthonormée est, en dimension 
infinie, différente de la notion de base, au sens algébrique du terme : une famille de 
vecteurs d'un espace vectoriel est une base si tout vecteur peut s'écrire, de façon 
unique, comme combinaison linéaire d'un nombre fini de termes de la famille; or le 
théorème qui suit dit que, pour une base orthonormée, tout élément s'écrit comme la 
somme d'une série, qui fait intervenir tous les termes de la base orthonormée. 

Théorème 11.3.12. Soit H un espace préhilbertien et soit (un)n~I une base 
orthonormée de H. Alors, tout élément x EH s'écrit: 

OO 

X= LÇnUn, 
n=l 

De plus, pour tous x, y EH, on a les formules de Parseval : 
OO 

1) llxll 2 = L l(x 1 Un)l 2 

n=l 

OO 

2) (x 1 y)= L(x 1 un) (y 1 un) , la série convergeant absolument. 
n=l 

Preuve. Notons Fn le sous-espace vectoriel engendré par ui, ... , un, et posons Xn = 
Pp" (x). 

X 

2] 
/Y 

L'ensemble {Un ; n ?: 1} étant total, le sous
espace Un~l Fn est dense dans H; alors, la 
suite (Fn)n;;;.1 étant croissante, on a : 

llx - Xnll = dist (x, Fn)----+ O. 
n-too 

D'autre part, d'après le Corollaire II.3.6, { u1, ... , un} est une base, au sens usuel, de 
Fn ; et, par la Proposition II.3.8, on a donc : 

n 

Xn = L(Xn 1 Uk) Uk. 
k=l 

Mais (x - xn) E F;f-; donc, pour k ~ n, (xn 1 uk) = (x 1 uk) = Çk ne dépend pas de 
n. On a donc bien : 

n OO 

x = lim LÇkuk = LÇkuk. 
n-too 

k=l k=l 

De même y= 2::%': 1 (kuk, avec (k = (y 1 uk)· Alors, par continuité (Corollaire II.1.6) : 

OO OO OO 

(x 1 y)= (Lçkuk 1 Y)= LÇk(uk 1 Y)= LÇk(k, 
k=l k=l k=l 

qui donne l'autre identité lorsque y= x. D 
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Il résulte du Théorème Il.3.12 et de la Proposition Il.3.10 que l'on a : 

Corollaire 11.3.13. Soit H un espace de Hilbert, séparable, et soit (un)n;;, 1 
une base orthonormée de H. Alors l'application linéaire : 

S: H --+ f2 

X ........+ ((x 1 Un))n;;,l 

est un isomorphisme d'espaces de Hilbert, c'est-à-dire un isomorphisme 
conservant le produit scalaire : ( S ( Ç) 1 S ( ()) = ( Ç 1 () pour tous Ç, ( E f 2 • 
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C'est en particulier une isométrie : llS(x)ll = llxll pour tout x E H. Lorsque H 
n'est pas complet, on a toujours une isométrie conservant le produit scalaire, mais 
elle n'est pas surjective. 

L'isomorphisme récipoque est : 

s-1 : f2 --+ H 
(Çn)n;;,1 1---+ L:,1 ÇnUn 

Nous allons voir qu'en fait tout espace de Hilbert séparable possède des bases 
orthonormées, et donc le corollaire précédent s'applique à tous les espaces de Hilbert 
séparables. 

11.3.4. Existence des bases orthonormées 

Théorème 11.3.14. Tout espace de Hilbert séparable possède des bases ortho
normées. 

En fait la complétude ne sert pas ici (car à chaque étape, on ne travaille que dans 
des sous-espaces vectoriels de dimension finie, donc complets). 

On obtient, comme conséquence du Théorème Il.3.14 et du Corollaire II.3.13, le 
résultat essentiel suivant, dans lequel, cette fois-ci l'hypothèse de complétude ne peut 
être omise. 

Théorème 11.3.15. Tous les espaces de Hilbert séparables, de dimension 
infinie, sont isomorphes entre-eux, et en particulier à f 2 . 

Preuve du Théorème 11.3.14 . On utilise tout simplement le procédé d'orthonor
malisation de Gram-Schmidt. 
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Prenons une partie dénombrable { Vn ; n ;?; 1} totale. On peut supposer que les 
Vn, n;?; 1, sont linéairement indépendants (en supprimant ceux qui sont combinaison 
linéaire des précédents). 

--···-·-----------;/' " ... 

/ 
/ 

/ 

Soit Fn le sous-espace vectoriel engendré par 
V1 v1, ... , Vn· On pose u1 = llv1 Il , et 

u~+l 
Un+l = llu~+1 li . 

Alors la suite ( un)n~l est orthonormée, et l'en
semble {Un ; n ;?; 1} est total car le sous
espace vectoriel engendré par u1 , ... , Un est 
Fn. En effet, par le Théorème Il.2.4, pour 2 ~ 
k ~ n, on au~ - Vk E Ff_~ = Fk-1, et donc 
u~ E Fk puisque Vk E Fk et Fk-1 Ç Fk. D 

11.4. Séparabilité de L2(0, 1) 

11.4.1. Théorème de Stone-Weierstrass 

C'est un théorème de densité dans l'espace 'ifR(K) ou 'ifc(K) des fonctions conti
nues f: K --+ lR ou C, où K est un espace compact. Selon que l'espace est réel ou 
complexe, il ne s'énonce pas de la même façon : il faut ajouter une hypothèse dans le 
cas complexe. 

II.4.1.1. Cas réel 

Théorème II.4.1 (Théorème de Stone-Weierstrass, cas réel). Soit Kun espace 
compact et A une sous-algèbre de l'algèbre de Banach réelle 'm'R(K). 

On suppose de plus que : 
a) A sépare les points de K ; 
b) A contient les constantes. 

Alors A est dense dans 'ifR(K). 

Remarques. 1) Une sous-algèbre de 'if(K) est un sous-espace vectoriel stable par 
multiplication. 

2) Dire que A sépare les points de K signifie que si x, y E K sont distincts, alors 
il existe f E A telle que f(x) -=I f(y). 

3) L'hypothèse que A contienne les fonctions constantes n'est faite que pour éli
miner le cas des sous-algèbres A={! E 'm'(K); f(a) = O} pour un a E K donné. 

Notons que, A étant un sous-espace vectoriel, A contient les constantes si et seule
ment si I E A. 

On obtient la conséquence immédiate suivante. 
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Théorème 11.4.2. Soit K une partie compacte de JR.d; alors l'ensemble &'JR(K) 
de tous les polynômes réels à d variables, restreints à K, est dense dans 
'eflR (K). 

Théorème 11.4.3. L'espace réel Li_(O, 1) est séparable. 

47 

Preuve. Nous savons que 'efJR([O, 1]) est dense dans Li_(O, 1). D'autre part, le Théo
rème II.4.2 nous dit que &'JR([O, 1]) est dense dans 'efJR([O, 1]). Donc &'JR([O, 1]) est dense 
dans Li_(O, 1), parce que la norme uniforme sur 'efJR([O, 1]) est plus fine que la norme 
de Li_(O, 1) : pour toute i E Li_(O, 1) et tout c > 0, il existe g E 'efJR([O, 1]) telle que 
Ili - Yll2 ~ c/2; il existe ensuite p E &'JR([O, 1]) tel que llg - Plloo ~ c/2; mais alors 
llg - Pll2 ~ llg - Plloo ~ c/2, et donc Ili - Pll2 ~ c. 

Il ne reste plus qu'à remarquer que &'JR([O, 1]) est engendré par la suite définie 
par: 

Po(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) = t2 , Pn(t) = tn, 

pour obtenir la séparabilité de Li_(O, 1). 0 

Notons qu'au passage, nous avons prouvé la séparabilité de 'efJR([O, 1]). 

Corollaire 11.4.4. Li_(O, 1) est isomorphe à l'espace réel f.2 . 

C'est le théorème démontré par Fisher et Riesz en 1907. Le point essentiel étant 
le fait que Li_(O, 1) soit complet. 

Preuve du Théorème de Stone-Weierstrass. 
Elle se fait en plusieurs étapes. 

Étape 1. Il existe une suite de polynômes réels (rn)n~o qui converge uniformément 
sur [O, 1] vers la fonction racine carrée r: t 1-t ,,/t. 
Preuve. On définit (rn)n~o par récurrence, en partant de ro = 0 et en posant, pour 
tout n ~ 0: ' 

rn+i(t) = rn(t) + ~(t - [rn(t)] 2). 

Il est clair, par récurrence, que les rn sont des polynômes. 
De plus, pour tout n ~ 0, on a 0 ~ rn(t) ~ Vt; en effet, par récurrence : on a, 

d'une part, t - [rn(t)]2 ~ 0 et donc rn+1(t) ~ rn(t) ~ 0, et d'autre part: 

Vt - r n+ 1 ( t) = [ Vt - r n ( t)] [ 1 - ~ ( Vt + r n ( t)) J ~ 0 , 

car Vt + rn(t) ~ Vt + Vt = 2Vt ~ 2. Notons qu'au passage, on a vu que la suite 
(rn)n~o est croissante. 
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Étant croissante et majorée, elle converge, vers une limite r(t). La relation de 
récurrence montre que r(t) = ./t. 

Reste à voir qu'il y a convergence uniforme. 

Première méthode : "à la main". 
Posons ên(t) = Vt - rn(t). On a vu ci-dessus, puisque rn(t) ;;:: 0, que : 

donc: 

a~ ên(t) ~ êo(t)(1- V:r = 0(1- V:r 
~ sup 2(1 - x)xn (poser x = 1 - Vt/2) 

o,,;;x,,;;1/2 

= 2xn(l - Xn)X~ avec Xn = n/(n + 1); 

2 n 2 
=--X~--· 

n+l n n+l 

Deuxième méthode. Il suffit d'utiliser le théorème suivant. 

Théorème 11.4.5 (Théorème de Dini). Soit K un espace compact. 

D 

Si (un)n;;;,1 est une suite croissante de fonctions continues Un: K ~ lR qui 
converge simplement vers une fonction continue u: K ~ IR, la convergence est uni
forme. 

C'est bien sür évidemment faux si l'on ne suppose pas la limite continue. 

Preuve. Soit ê > O. 
Pour chaque x E K, il existe un entier N(x) tel que: 

n;;:: N(x) ===} 0 ~ u(x) - un(x) ~ ê/3. 

Comme u et uN(x) sont continues, il existe un voisinage de x, que l'on peut prendre 
ouvert, tel que : 

x' E V(x) ===} { lu(x) - u(x')I ~ ê/3; 
luN(x)(x') - UN(x)(x)I ~ ê/3. 

Comme K est compact, il existe x1 , ... , Xm E K tels que : 

m 

K = LJ V(xi). 
i=l 

Si N = max{N(x1 ), ... , N(xm)}, on a, pour n;;:: N: 

0 ~ u(x) - un(x) ~ ê, 'Vx E K, 
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car x appartient à l'un des V(xi) et n;;:: N(xi); donc : 

0 ~ u(x)-un(x) ~ u(x) - UN(x;)(x) 

~ (u(x) - u(xi)) + (u(xi) - UN(x;)(Xi)) + (uN(x;)(xi) - UN(x;)(x)) 
ê ê ê 

~3+3+3=ê. D 

Étape 2. Si f E A, alors If 1 E A. 
Preuve. En effet, on peut supposer f -:/:- O. Soit a= 11/lloo· On a [/(x)]2 /a2 E [O, 1] 
pour tout x E K. Mais, comme rn est un polynôme, et A est une algèbre, on a 
rn (J2 / a2 ) E A si f E A. En passant à la limite, on obtient : 

la limite étant uniforme, c'est-à-dire prise pour la norme de 'ifJR(K). 

Étape 3. Si f,g E A, alors max{f,g},min{/,g} E A. 
Preuve. Il suffit de remarquer que : 

{ 

1 
max{/,g} = 2 (! + g +If - 91) 

min{f,g} = ~ (! + g - If- 91), 

D 

et d'utiliser l'Étape 2 (ainsi que le fait que A est un sous-espace vectoriel). D 

Étape 3 bis. Si f,g E A, alors max{f,g},min{f,g} E A. 
Preuve. Cela résulte de ce que A vérifie les conditions demandées pour A : elle 
reste une sous-algèbre (rappelons que la convergence dans <ef(K) est la convergence 
uniforme), et, puisque A contient les constantes et sépare les points de K, il en est a 
fortiori de même pour A. D 

Bien sûr, par récurrence : 

Ji, ... ,fnEA max{/1, ... , fn} E A et min{!i, ... , fn} E A. 

Étape 4. Six, y E K et x-:/:- y, alors : 

(Va, f3 E ~) (3h E A) h(x) =a et h(y) = (3. 

C'est la première étape dans l'approximation : on peut obtenir avec une fonction 
de A des valeurs données en deux points donnés distincts de K. 

Preuve. Comme A sépare les points, il existe g E A telle que g(x)-:/:- g(y). Posons : 

(3- a 
h =a 1 + ( ) ( ) (g - g(x) 1). g y -g X 

On a bien h(x) =a, h(y) = (3, et h E A, car g E A, 1 E A, et A est un sous-espace 
vectoriel. D 
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Étape 5. Pour toute f E 'i!f(K), pour tout x E K, et tout ê > 0, il existe g E A telle 
que: 

g(x) = f(x) et g(y) :( f(y) + t:, Vy E K. 

Preuve. Pour tout z E K tel que z -1- x, il existe, par l'Étape 4, en prenant a= f(x) 
et (3 = f(z), une hz E A telle que hz(x) = f(x) et hz(z) = f(z). 

Notons hx la fonction constante égale à f(x) 1. Alors : 

(Vz E K) hz(x) = f(x) et hz(z) = f(z). 

La continuité de f et celle de hz donnent un voisinage, que l'on peut prendre 
ouvert, Vz de z tel que : 

y E V(z) ===> hz(y) :( f(y) + t:. 

Comme K est compact, il existe un nombre fini d'éléments z1, ... , Zm E K tels 
que: 

K = V(z1) U · · · U V(zm). 

Alors g = inf{hzp ... , hzm} E A, par l'Étape 3 bis, et l'on a, pour tout y E K : 
g(y) ::;; f (y)+ t:, puisque y appartient à l'un des V(zi)· D 

Étape 6. On a A= 'i!fut(K). 

Preuve. Soit f E 'i!fnt(K), et soit ê > O. 
Pour tout x E K, il existe 9x E A vérifiant les conditions données dans l'Étape 5. 
La continuité de f et celle de 9x donnent un voisinage, que l'on peut choisir ouvert, 

U(x) de x tel que: 

y E U(x) ===> 9x(Y);;,:: f(y) - ê. 

La compacité de K permet de trouver un nombre fini d'éléments x1 , ... ,Xp E K 
tels que : 

K = U(x1) U · · · U U(xv). 

Alors cp = max{gx1 , ••• , 9xv} E A, grâce à l'Étape 3 bis ; et elle vérifie : 

f (y) - ê ::;; cp(y) ::;; f(y) + ê, 

car chaque y E K est dans l'un des U(xj)· 
Cela veut dire que Il! - cplloo :( ê. 

VyE K, 

Comme t: > 0 était arbitraire, on a bien f E (A) = A. 
Cela achève la preuve du Théorème II.4.1. 

La preuve de Bernstein pour un intervalle compact de lR 

D 

La forme générale du Théorème de Stone-Weierstrass a été donnée par Stone 
en 1948. A l'origine, Weierstrass avait montré, en 1885, que toute fonction continue 
sur un intervalle fermé borné de lR pouvait y être approchée uniformément par des 
polynômes. Il utilisait pour cela un produit de convolution (voir le chapitre suivant). 
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En 1913, Bernstein en a donné une belle preuve probabiliste, que l'on va exposer ci
dessous. Notons d'abord que, par un changement de variable, on peut supposer que 
l'intervalle en question est [O, 1]. 

L'idée de départ est la suivante : on fixe t E [O, 1] (aussi bien, si on veut, on 
peut ne prendre que 0 < t < 1), et on considère des variables aléatoires indépendantes 
Xi, ... , Xn suivant toutes la loi de Bernoulli de paramètre t. Alors Sn= X1 +· · ·+Xn 
suit la loi binômiale &8(n, t) de paramètres n et t. La loi faible des grands nombres 
dit que §.n.--+ t =JE (X1) en probabilité. Alors, pour toute fonction f continue sur 

n n-+oo 

[O, 1], on a JE[!(~)]~ f(t). En effet, si é > 0 est donné, l'uniforme continuité de 

f sur [O, 1] permet de trouver ô > 0 tel que lf(x) - f(x')I ~ é pour lx - x'I ~ o; 
la convergence en probabilité donne alors un N ;:?; 1 tel que lP' (1 ~ - tl > o) ~ é si 
n;:?; N. Alors, pour n;:?; N, on a: 

'

JE[!(sn)]-f(t)j = f i1[sn(w)]-!(t)ldlP'(w) 
n l{l~-tl>o} n 

+ f i1[Sn(w)]-j(t)ld!P'(w) 
l{l~-tl~o} n 

~ 2 llflloo é + é. 

Or JE [f ( ~) J = I:~=o C~ tk(l - t)n-k f (~). On pose : 

[Bn(J)](t) = t C~ tk(l - t)n-k !(~); 
k=O 

c'est un polynôme de degré n. On l'appelle le nème polynôme de Bernstein de f. 
On vient de voir que l'on a convergence simple de Bn(J) vers f. 
Nous allons voir que, grâce à une estimation uniforme de la variance des variables 

de Bernoulli, la preuve de la loi faible des grands nombres pour ces variables permet 
d'obtenir la convergence uniforme de Bn(J) vers f. 

Rappelons d'abord que si X est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli 
de paramètre t, alors sa variance vaut Var (X) = t(l - t). On a, par l'inégalité de 
Bienaymé-Tchebychev, pour tout o > 0 : 

JP>(l:-tl >o) =IP'(l:-JE(x)j >o) =IP'(l:-JE(:)I >o) 
~ } 2 Var (:) = n 2

1
02 Var (Sn) 

1 n 
= 202 L:Var (Xj) (par indépendance) 

n j=l 

Var(X) t(l - t) 1/4 
=---= ~-· 

nô2 nô2 nô2 

Considérons le module de continuité de f, défini par : 

w1(h) = sup{lf(t) - f(t')I; lt - t'I ~ h}. 
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Dire que f est uniformément continue signifie que w1(h)---+ O. Fixons un c5 > 0, 
h--tO 

que l'on précisera après. On a, pour tout t E [O, 1] (on prendra garde à différencier 
l'occurence w E n du module de continuité Wf; on aurait pu modifier ces notations, 
mais ce sont celles habituellement utilisées!) : 

IJ(t) - [Bn(f)](t)I = llE [!(t) - 1(8;:)] 1 

~ lE (lf(t) - f (8;:) 1) =ln IJ(t) - f ( Sn~w)) 1 dP (w) 

= ~,t_Sn~w)l~o} + ~,t_Sn~w)l>o} 
~ w1(c5) + 2 llflloo HD (lt - 8:: 1 > o) 

1 
~ w1(c5) + 2 llflloo 4n02 · 

Pour tout c > 0 donné, choisissons maintenant c5 de sorte que w1(c5) ~ c/2, puis 
N;;:: 1 tel que llJIJ 002J02 ~ c/2. On aura, pour n?: N, lf(t) - [Bn(f)]t)J ~ c pour 
tout t E [O, 1], ce qui prouve que Bn(f) tend uniformément vers f. D 

11.4.1.2. Cas complexe 

Tel quel, l'énoncé du Théorème Il.4.1 est faux pour les espaces de fonctions à 
valeurs complexes. Par exemple, si K est le disque unité fermé iDi du plan complexe, 
toute limite uniforme sur K de polynômes Pn est holomorphe dans le disque ouvert !DJ, 
grâce au Théorème de Weierstrass sur la convergence uniforme des suites de fonctions 
holomorphes. L'adhérence de l'algèbre des polynômes n'est donc pas 'ific(K) tout 
entier : par exemple, la fonction z H z n'est pas dedans. En fait, cet exemple est 
essentiellement le seul cas dont il faut tenir compte; en effet, on a : 

Théorème 11.4.6 (Théorème de Stone-Weierstrass, cas complexe). 
Soit K un espace compact et soit A une sous-algèbre, complexe, de l'espace 

de Banach complexe 'ifc(K). Si : 
a) A sépare les points de K ; 
b) A contient les fonctions constantes; 
c) A est stable par conjugaison : f E A :::} 7 E A, 

alors A est dense dans 'ifc(K). 

Notons qu'ici 7 désigne la fonction t E K H f (t) E C, où f(t) est le nombre 
complexe conjugué de f(t). 

Preuve. La condition c) permet de dire que: 

fEA =:::} Ref=f;f EA et lmf=f~f EA. 
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Soit: 
AIR={! E A; f(t) E IR, Vt E K}. 

La remarque ci-dessus permet de dire que : 

De plus, AIR est une sous-algèbre de lflR(K), qui contient les fonctions constantes 
(réelles), et sépare les points de K : si u =f. v, il existe f E A telle que f ( u) =f. f ( v) ; 
mais alors Ref(u) =f. Ref(v) ou Imf(u) =f. Imf(v), et Ref,Imf E AIR. Il résulte 
du cas réel que AIR est dense dans 'Îf1R(K). Mais alors, A= AIR+ iAIR est dense dans 
'ifc(K) = 'iflR(K) + i'if1R(K). 0 

Exemple. Soit K une partie compacte de C. L'ensemble des polynômes, à coefficients 
complexes, en les deux variables z et z est dense dans lfc(K). 

On notera que c'est aussi, en identifiant C à IR2 , l'ensemble des polynômes, à 
coefficients complexes, en les deux variables réelles x et y, en identifiant z = x+iy E C 
avec (x,y) E IR2 . 

11.4.2. Le système trigonométrique 

Nous allons considérer ici des fonctions f: IR---+ C périodiques, de période 1 sur 

L'application surjective : 

ei: IR -+ 1lJ = { z E C; lzl = 1} 
t f----t e2trit = u 

permet des les identifier aux fonctions définies sur 1!.J. On peut aussi les identifier aux 
fonctions définies sur le tore 11' = IR/Z. 

De plus, on sait que pour toute fonction f continue sur IR de période 1, il existe 
une unique fonction continue f: 1lJ ---+ C telle que f = f o e1 (resp. j: 11' ---+ C telle 
que f(x) = f(x + Z)). L'espace lf1(IR) des fonctions continues sur IR de période 1, 
muni de la norme llflloo = supxEIR lf(x)I, s'identifie donc à l'espace lf(1U) des fonctions 
continues sur le compact 1!.J. 

Il s'identifie aussi au sous-espace ci={! E lf([O, 1]); f(O) = f(l)}. 
Ces identifications sont isométriques puisque : 

sup lf(x)I = sup lf(x)I = sup lf(u)I = sup lf(Ç)I. 
xEIR xE[0,1] uEl!J ÇE'II' 

Définition 11.4. 7. On appelle polynôme trigonométrique toute somme 

N2 L ane2trint 

n=N1 
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Notons qu'en ajoutant au besoin des coefficients nuls, on peut toujours écrire un 
polynôme trigonométrique sous la forme symétrique : 

N 2::: an e211:int , 
n=-N 

où N est un entier positif. 

On notera, pour tout n E Z : 

1 en ( t) = e211:int 1, t ER 

L'ensemble {en ; n E Z} s'appelle le système trigonométrique. 

Les polynômes trigonométriques s'identifient aux polynômes usuels en u et u sur ll.J, 
puisque tout u E llJ s'écrit sous la forme u = e1 (t) = e211:it, et qu'alors un = e211:int = 
en(t), et que u = e-211:int = e_n(t). Le théorème de Stone-Weierstrass complexe 
appliqué à 'ilfc(ll.J) donne donc : 

Théorème 11.4.8. L'ensemble des polynômes trigonométriques est dense 
dans l'espace des fonctions continues de période 1 sur R 

Considérons maintenant l'espace des fonctions f: ~-+ <C mesurables de période 1 
telles que : 

fo1 lf(t)l 2 dt< +oo. 

Lorsque l'on le quotiente par le sous-espace des fonctions négligeables, ce quotient 
s'identifie à L2(0, 1) = L~(O, 1); en effet, pour toute fonction mesurable g: [O, 1]-+ <C, 
la fonction mesurable : 

g: [O, 1] 

t 

<C 

{ g( t) si 0 ::;; t < 1 ; 
g(O) si t = 1 

se prolonge par périodicité en une fonction mesurable f: ~ -+ <C de période 1, et 
f0

1 lg(t)l2 dt= f0
1 lf(t)l2 dt. 

Ces identifications étant faites, on peut énoncer : 

Théorème 11.4.9. Le système trigonométrique est une base orthonormée de 
L~(O, 1). 
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Corollaire 11.4.10. L'espace réel L~(O, 1) possède une base orthonormée 
formée des fonctions : 

1, v'2 cos(2nt), v'2 cos( 4nt), ... , v'2 cos(2nnt), ... , 

v'2sin(2nt), v'2sin(4nt), ... , v'2sin(2nnt), .... 

55 

Remarques. 1) Z étant dénombrable, on pourrait ré-indexer le système trigonomé
trique avec les entiers positifs. 

2) Le théorème signifie que, pour toute f E L~(O, 1), on a: 

où les produits scalaires : 

Î(n) = (! 1 en) = 11 f(t) e:m dt= 11 J(t) e-27rint dt , 

pour n E Z, sont appelés les coefficients de Fourier de f. La formule de Parseval 

s'écrit alors 1 J; lf(x)l2 dx = 2-:na. IÎ(n)l2 j. 
Nous savons qu'il existe alors une suite strictement croissante d'entiers (ln)n~1 

telle que : 

pour presque tout t E [O, 1]. 

ln 

lim '""' Î(k) e27rikt = f(t) 
n-too L..... 

k=-ln 

Répondant à une question posée par Lusin en 1913, L. Carleson a montré en 1966 
qu'en fait, sans prendre de sous-suite, on a, pour toute f E L2 (0, 1) : 

n 

lim '""' Î(k) e27rikt = f(t) 
n-+oo L..... 

k=-n 

pour presque tout t E [O, l]. C'est un résultat d'une extrême difficulté. 

Preuve du théorème 11.4.9. Il est d'abord facile de voir que {en; n E Z} est 
orthonormé : 

(en 1 ep) = {1 
e27rint e-27ript dt= { 1 

e27ri(n-p)t dt= { 1 s~ n = p; 
lo }0 0 s1 n ~p. 

Il est total car les polynômes trigonométriques sont denses dans '"6"(lU) et 11 · lloo ?: li· 112, 
en utilisant le lemme suivant : 
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Lemme 11.4.11. L'ensemble 1&71 (IR) des fonctions continues sur IR de période l, iden
tifié à <i = {! E 1&"([0, 1]); f(O) = /(1)}, est dense dans L2 (0, 1). 

En effet, si f E L2 (0, 1), il existe alors, pour tout c > 0, g E <i ~ ?&"(lU) telle que 
Il! - gi12 ~ c/2; il existe ensuite un polynôme trigonométrique p tel que llg - Pli= ~ 
c/2; mais llg - Pi12 ~ llg - Pli= ~ c/2; donc Il/ - Pll2 ~ c. D 

Preuve du lemme. Soit f E L2 (0, 1) et soit c > O. Nous savons (Corollaire 11.2.9) 
qu'il existe h E 1&"([0, 1]) telle que Il/ - hll2 ~ c/2. 

Soit M > 0 tel que lh(t)I ~ M pour tout t E [O, 1], et notons a= 1 - ( 4~ ) 2. 
Nous allons modifier h sur [a, 1] en posant h1 (1) = h(O) et en prenant h1 affine 

entre a et 1. Alors h1 E <i, llh1 Il= ~ M, et : 

• 1 

llh - h1112 = ( 11 lh(t) - h1 (t)l2 dt) 
112 

~ (1- a)1l2 sup (lh(t)I + lh1(t)I) 
a~t~l 

........... vvi .. 
f; f; 

~ 4M X (M + M) = 2. 

On a donc Il/ - h1112 ~ c. D 

Exemple d'application. 

Soit f: IR---+ IR la fonction définie par f(t) = t pour 0 ~ t < 1, et prolongée par 
périodicité sur IR. 

. ...................... / 

~~---------L_· 
-1 2 

Alors f E L2 (0, 1) et : 

11 1 
Il! 11~ = t 2 dt = - · 

0 3 
Les coefficients de Fourier de f sont : 

J(n) = fo1 te-27rint dt, n E Z. 

Pour n = 0 : f0
1 t dt = 1/2; pour n =F 0 : 

~ [te-27rint] 1 11 e7 1 i f (n) = - dt= -- = - · 
-27rin 0 0 - 1fin -27rin 27rn 



II.4. SÉPARABILITÉ DE L2(0, 1) 57 

La formule de Parseval llfll~ = 2: IÎ(n)l2 donne donc : 
nEZ 

d'où: 

11.4.2.1. Coefficient de Fourier des fonctions de L1(0, 1) 

Pour toute f: [O, 1]---+ C mesurable, l'inégalité de Cauchy-Schwarz: 

fo1 
IJ(t)ldt:::; (fo1

12dt) 
112 (fo1

1J(t)l2dt)
112 =(fo1

1f(t)l2dt)
112 

dit que 2 2([0, 1]) Ç 2 1([0, 1]). On a donc une injection naturelle de L2(0, 1) dans 
L1(0, 1). Par identification de L2(0, 1) avec son image dans L1(0, 1), on écrira : 

1L2(0,1) ç L1 (0, 1) ,. 

Pour toute f E L1(0, 1), on peut définir les coefficients de Fourier : 

Î(n) = fo 1 f (t) e-211"int dt , n E Z, 

puisque le-27rintl = 1. On a IÎ(n)I :::; llfll1 pour tout n E Z. De plus : 

Théorème 11.4.12 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction f E 
L1(0, 1), ses coefficients de Fourier tendent vers 0 quand lnl tend vers l'infini: 

1 
Î( n) ----+ o I · 

lnl-+oo 

Preuve. Sig E L2(0, 1), la formule de Parseval : 

11911~ = I: 19(n)l2 
nEZ 

montre que l'on a, en particulier, g(n)----+ O. 
lnl-+oo 

Maintenant, si f E L1(0, 1), il existe, pour tout é > 0, une fonction g E L2 (0, 1) 
(par exemple g étagée, ou bien g continue) telle que Il! - glJi :::; é. Comme on a 
IÎ(n) - g(n)I :::; Il! - glJi :::; é, on obtient IÎ(n)I :::; 19(n)I + é; donc : 

limsup IÎ(n)I :::; limsup 19(n)I + é = é. 
lnl-+oo lnl-+oo 
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Comme ê > 0 est arbitraire, on obtient limsuplnl--+oo IJ(n)I =O. 

Donc lim1n1--+oo IJ(n)I =O. D 

Variante de la preuve. Il existe un polynôme trigonométrique p tel que 119 - Pi12 ~ e. 
Mais il existe un entier N ;;;;: 1 tel que p(n) = 0 pour lnl ?: N. Donc, pour lnl ?: N, 
on a, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

19(n)I = 19(n) - p(n)I ~ 119 - Plh ~ 119 - Pll2 ~ e. 

Ainsi, puisque IÎ(n) - g(n)I ~ llf - 9111 ~ e, on a IJ(n)I ~ 2e, pour lnl ?: N. Cela 
signifie que Î(n) tend vers 0 quand lnl tend vers l'infini. D 

1 ~ 

Pour f E L2(0, 1), la formule de Parseval Io lf(t)l2 dt= LnEZ lf(n)l2 montre que 

si J(n) = 0 pour tout n E Z, alors f = 0 (presque partout). C'est encore vrai pour 
les fonctions de L1(0, 1), comme on va le voir. 

Théorème 11.4.13 (Injectivité de la transformation de Fourier). La trans

formation de Fourier§: f E L1(0, 1) H (J(n))nEZ E co(Z) est injective: si 

f E L1(0, 1) et J(n) = 0 pour tout n E Z, alors f =O. 

Pour montrer cela, nous aurons besoin du Théorème de Fejér. Rappelons que le 
noyau de Dirichlet Dn d'ordre n est défini par Dn(t) = L:;~=-n e211:ikt et le noyau de 
Fejér Fn d'ordre n par: 

F: (t) = Do(t) + D1(t) + · · · + Dn(t) = _1_ ~ D (t). 
n n+l n+lL..,, k 

k=O 

- 1 -Comme Dn(O) = 1, on a Io Fn(t) dt= Fn(O) = 1 pour tout n ?: 1. 

1 (sin(n+l)nt) 2 .• D'autre part, on a Fn(t) = -- . ( ) pour tout t <f- Z; en part1cuher 
n + 1 sm nt 

Fn(t)?: 0 pour tout t E lR. (c'est clair pour t E Z car Dk(O) = 2k+ 1). La positivité de 
Fn est sa propriété essentielle. Vérifions l'égalité précédente. On sait que pour t <f- Z, 
on a D (t) = sin[(2k+1)11:t) . d . 

k sin(11:t) ' one . 

Fn(t) = - 1- . ;( ) t 2 sin( nt) sin[(2k + l)nt]. 
n + 1 2 sm nt k=O 

Or 2 sin[(2k + l)nt] sin( nt)= cos(2k1l"t) - cos[(2(k + l)nt]; donc : 

n 

L 2 sin( nt) sin[(2k + l)nt] = 1 - cos[2(n + l)nt] = 2 sin2 (n + l)nt, 
k=O 

d'où le résultat. 

Si f: IR.-+ C est de période 1 et f E L1(0, 1), la nème somme de Fejér de f est 
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(.Fnf)(x) = 11 f(x - t) Fn(t) dt 

C'est un polynôme trigonométrique. En effet, en posant u = x - t, on a, par périodi
cité : 

1 l n ( k 1 .. ) 
(.Fnf)(x) = 1 f(u) Fn(X - u) du= n + 1 t; j~k 1 f(u) e21r•J(x-u) du 

= n : 1 t ( t f(j) e21rijx) . 

k=O j=-k 

Théorème 11.4.14 (Théorème de Fejér (1905)). Pour toute fonction f: lR ---+ C 
continue de période 1, on a : 

Fnf ---7 f uniformément sur R 
n--+oo 

Preuve. Soit e > O. 
Comme f est continue et périodique, elle est uniformément continue sur lR : 

(38 > 0) lx - x'I::::; 8 ===> lf(x) - f(x')I::::; e/2. 

Comme on peut diminuer 8 sans changer l'implication ci-dessus, on peut supposer 
8 < 1/2. Notons que : 

(.Fnf)(x) - f(x) = 11 [f(x - t) - f(x)J Fn(t) dt 

11/2 
péd~idté _ 112 [f(x - t) - f(x)J Fn(t) dt. 

•Comme Fn(t) ~ 0, on a: 

11°,}J(x - t) - f(x)] Fn(t) dtl ::::; [
0
0 lf(x - t) - J(x)I Fn(t) dt 

1/j ê ê 11/2 ê 
::=:; 2 Fn(t) dt::=:; 2 Fn(t) dt= 2' 

-li -1/2 

• D'autre part : 

1 
r112 I r112 Jo [f(x - t) - f(x)] Fn(t) dt ::::; 2 llflloo }li Fn(t) dt 

::::; 2 llflloo {112 dt = 2 llflloo Co ::::; ~ 
n + 1 }0 sin2 (nt) n + 1 4 
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pour n ?:: ne. 
De même, en augmentant au besoin ne, on a, pour n?:: ne : 

• Il en résulte que : 

1 
r 0 

[f(x - t) - i(x)J Fn(t) dt' ~ ~· 
1-1;2 

l(Fnf)(x) - i(x)I ~ c pour n?:: ne, 

ce qu'il fallait démontrer. D 

Indiquons rapidement une autre preuve, plus ''fonctionnelle". On vérifie facilement 
que pour un polynôme trigonométrique p, on a J; p(x - t)Dk(t) dt= p(x) pour k?:: 0 
assez grand (plus grand que le degré de p); il en résulte que Fnp-+ p uniformément 

n--+oo 

(sur [O, lJ ou sur JR.). On a, d'autre part, llFnhlloo ~ llhlloo pour toute h: lR. ---+ C 
continue de période 1. Soit alors i: lR. ---+ C continue de période 1. Les polynômes 
trigonométriques étant denses dans l'espaces des fonctions continues de période 1 
(Théorème II.4.8), pour tout c > 0, il existe un polynôme trigonométrique p tel que 
Ili - Plloo ~ c. Alors : 

llFni - illoo ~ llFn(f - P) lloo + llFnP - Plloo + llP - illoo ~ é + é + é = 3c, 

pour n assez grand, et donc llFni - i lloo--+ O. 
n--+oo 

D 

Corollaire 11.4.15. Soit i: lR. ---+ C continue de période 1. Si f(n) = 0 pour tout 
n E Z, alors i = O. 

Preuve. On a Fni = 0 si f(j) = 0 pour tout j E Z. Comme (Fnik~1 converge 
uniformément vers i, on obtient i = O. D 

Il suffit maintenant d'utiliser la densité des fonctions continues de période 1 dans 
L1(0, 1). 

Lemme 11.4.16. L'ensemble 'i&'1 (JR.) des fonctions continues sur lR. de période l, iden
tifié à ci= {f E 'i&'([O, 1]); i(O) = i(l)}, est dense dans L1(0, 1). 

Preuve. On peut faire la même que celle du Lemme II.4.11. Mais on va en donner 
une légèment différente. Considérons les fonctions de L1(0,1) comme étant définies 
sur JO, 1[. Soit i E L1(0, 1) etc> O. Il existe (voir Cours d'Intégration) g E X(JO, 1[) 
telle que Ili - gll1 ~ c. 

Comme supp (g) est compact et contenu dans JO, 1 [, la distance d de su pp (g) au 
complémentaire (fermé) de JO, 1[ est > 0, et supp (g) Ç [d, 1 - dJ. La fonction g est 
donc nulle sur JO, dJ et sur [1-d, 1[, et on peut la prolonger d'abord sur [O, lJ en posant 
g(O) = g(l) = 0, puis en une fonction continue g: lR.---+ C continue de période 1. Pour 
ce prolongement g, on a encore Ili - '§111 ~ c. D 
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Corollaire 11.4.17. Pour toute f E L1(0, 1), on a llFnf - fll1---+ O. 
n-+oo 

Preuve. Il est clair que l'application Fn: f E L1 (0,1) t-t Fnf E L1 (0,1) (Fnf est un 
polynôme trigonométrique) est linéaire. Elle est continue, de norme ~ 1, car, par le 
Théorème de Fubini-Tonelli, en utilisant la positivité du noyau de Fejér Fn : 

llFnfll1 = 1 1 111 
f(x - t) Fn(t) dt' dx ~ 1 1 [ 1 1 

lf(x - t)I Fn(t) dt] dx 

= 1 1 [11 
lf(x - t)I dx] Fn(t) dt= llJll111 

Fn(t) dt= llflli, 

en prolongeant f en une fonction de période 1 sur IR, puis en posant u = x - t et en 
utilisant la périodicité de f. 

Soit alors e > 0 et g: IR--+ C continue de période 1 telle que llg- !Ili ~ e/3. Par le 
Théorème de Fejér, il existe un entier N ~ 1 tel que llFng - glloo ~ e/3 pour n ~ N. 
Comme llFng - gll1 ~ llFng - glloo, on obtient: 

llFnf - !111 ~ llFn(f- g)i11 + llFng - gll1 + llg - !Ili 
ê ê ê 

~ llJ - 9lli + llFng - 9ll1 + llg - Jll1 ~ 3 + 3 + 3 = ê' 

pour n ~ N, de sorte que llFnf - fll1---+ O. 
n-+oo 

D 

Preuve du Théorème 11.4.13. C'est exactement la même que pour le Corol
laire II.4.15. D 
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11.5. Exercices 

Exercice 1. 
Soit H un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire et de la norme associée. 

En développant 11 llYll x - llxll y 11 2, pour x, y E H, montrer l'inégalité de Cauchy
Schwarz. 

Exercice 2. 
Soit E un espace vectoriel normé réel (pour simplifier). On suppose que la norme 

vérifie l'identité du parallélogramme : 

lia+ bll2 + lia - bll2 = 2 (llall2 + llbll2), Va, b E E. 
Le but de l'exercice est de montrer que cette norme est hilbertienne, c'est-à-dire qu'il 
existe un produit scalaire sur E auquel elle est associée. 

On pose B(x, y)= i (llx + Yll2 - llx - Yll2), pour x, y E E. 

1) Soit x1,x2,y E E. 
a) Montrer que llx1 + x2 + 2yll2 = 2 (llx1 + Yll2 + llx2 + Yll2) - llx1 - x2ll2, et 

donner une formule analogue pour llx1 + x2 - 2yll2. 
b) En déduire que B(x1+x2,2y) = 2 [B(x1, y)+ B(x2, y)]. 

2) Déduire de 1) que B(u + u', v) = B(u, v) + B(u', v) pour tous u, u', v E E. 
3) Démontrer le résultat souhaité (utiliser le 1) de l'Exercice 25 du Chapitre I). 

Exercice 3. 
Soit H un espace préhilbertien réel et T: H-+ Hune isométrie: llT(x)-T(y)ll = 

llx - Yll pour tous x, y E H, telle que T(O) =O. 
1) Montrer que T conserve le produit scalaire: (T(x) 1 T(y)) = (x 1 y) pour tous 

x,y EH. 
2) En déduire que Test linéaire (développer llT(x +y) - T(x) - T(y)ll2). 

Remarque. On comparera avec !'Exercice 25 du Chapitre I. 

Exercice 4. 
Montrer que si (un)n;:;:i est une suite de vecteurs orthogonaux dans un espace de 

Hilbert, alors la série En;:;:l Un converge si et seulement si E:'=l llunll2 < +oo. 

Exercice 5 (Identité du parallélogramme généralisée). 
Soit H un espace de Hilbert. Montrer, à l'aide de l'identité du parallélogramme, 

que pour tous x1, ... , Xn EH, on a: 

t llxkll2 = 2~ 2: Il tékXkll
2 

k=l ék=±l k=l 
En déduire que fP n'est pas isomorphe à l!.2 pour p -1 2 (utiliser les vecteurs de 

la base canonique : voir l'Exercice 13 du Chapitre I, et séparer les cas 1 ~ p < 2 et 
2<p<oo). 
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Exercice 6. 
Soit H un espace de Hilbert complexe. Montrer que pour tous x, y EH, on a: 

Exercice 7. 
1) Soit H un espace de Hilbert et a un élément non nul de H. Montrer que pour 

tout x E H, on a : 

d(x {a}J_) = /(x 1 a)/. 
, /lai/ 

2) On considère l'espace de Hilbert L2 ([0, 1]). 
a) Montrer que toute f E L2 ([0, 1]) est intégrable sur [O, 1]. 

On considère l'ensemble F des f E L2 ([0, 1]) telles que f0
1 j(t) dt= O. 

b) Montrer que Fest un sous-espace vectoriel fermé de L2 ([0, l]). 
c) Déterminer p1- . 
d) Calculer d(j, F) pour f(t) =et. 

Exercice 8 (Noyau de l'adjoint d'un opérateur). 
Soit H un espace de Hilbert et '.Z\E .!L'(H). Montrer que l'on a ker (T*) = [im (T)]1-. 

Exercice 9. 
Soit H un espace préhilbertien. Montrer que pour tout T E .!L'(H), on a l/TI/ = 

sup{/(Tx 1 y)/; l/xl/, l/yl/ ~ 1}. 

Exercice 10 (Projecteurs). 
Soit H un espace de Hilbert et P: H -+ H un projecteur, c'est-à-dire une appli

cation linéaire telle que P 2 = P. 
1) Montrer que imP = ker (IdH - P) et que H est la somme directe algébrique 

de ker Pet imP. 

On suppose dans la suite P continu et non nul. 
2) a) Montrer que l/PI/ ? 1. 

b) Montrer que l'opérateur adjoint P* est aussi un projecteur. 
3) On suppose dans cette question que Pest auto-adjoint. 

a) Montrer que l/PI/ = 1. 
b) Montrer que Pest la projection orthogonale sur imP. 

4) On suppose dans cette question que l/PI/ = 1. 

a) Développer /lx - P*x/1 2 , et en déduire que ker (IdH - P) Ç ker (IdH - P*), 
puis que ker (IdH - P) = ker (IdH - P*). 

b) Montrer que P est auto-adjoint. 
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Exercice 11. 
Soit H un espace de Hilbert. Montrer que si T E .!é'(H), alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 
( i) T est inversible ; 
( i') T* est inversible; 
(ii) il existe une constante c > 0 telle que llTxll ~ c llxll et llT*xll ~ c llxll pour 

tout x E H ( pour montrer que ( ii) implique ( i), on montrera que im T est à la fois 
fermée et dense dans H). 

Exercice 12 (Isométries). 
1) Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (. 1 . ), et T un endomor-

phisme continu de H. On note T* l'adjoint de T. Montrer que les assertions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) T*T = IdH; 
(ii) (Tx 1 Ty) = (x 1 y) pour tous x, y EH; 
( iii) T est une isométrie. 

2) Soit S: f2 ---+ f,2 l'opérateur (que l'on appelle shift, ou décalage à droite) défini 
par S(xi,x2, ... ) = (O,xi,x2, ... ). 

a) Montrer que S est une isométrie. 
b) Calculer B = S* (on l'appelle le backward shijt, ou décalage à gauche). 

3) Si Test une isométrie de l'espace de Hilbert H, a-t-on TT* = IdH? 
4) Montrer que T est une isométrie surjective si et seulement si T est unitaire, 

c'est-à-dire que T*T = TT* = IdH. 

Exercice 13. 
Si w = (wn)n;;,1 est une suite de nombres réels strictement positifs, on note 

f2(w) l'espace vectoriel de toutes les suites (xn)n;;,1 de nombres complexes telles que 
L::=l Wnlxnl2 < +oo. 

1) Montrer que (x 1 Y)w = L::=l WnXnYn définit un produit scalaire sur f2(w). On 
munit f 2 (w) de la norme associée à ce produit scalaire. 

2) Montrer que iw: x = (xn)n;;,1 E f2(w) H (~xn)n;;,1 E f2 est un isomor
phisme isométrique. En déduire que f 2 (w) est un espace de Hilbert. 

3) a) Soit E un espace vectoriel normé et A une partie bornée de E. Montrer que 
A est précompacte si et seulement si pour tout c > 0 il existe un sous-espace vectoriel 
Fe de Ede dimension finie tel que d(x, Fe) ::s; c pour tout x E A. 

b) Montrer que si w = (wn)n;;,1 et v = (vn)n;;,1 sont deux suites de nombres 
réels strictement positifs telles que wn/Vn -+ 0, alors la boule unité fermée de f 2(v) 

n--+oo 

est une partie compacte de f2(w). 

Exercice 14 (Théorème de Lax-Milgram et approximation de Galerkin). 
Soit H un espace de Hilbert réel. On considère une forme bilinéaire B sur H, que 

l'on suppose continue et coercive, c'est-à-dire qu'il existe des constantes C < +oo et 
a > 0 telles que IB(x, y)I ::S: C llxll llYll pour tous x, y E H, et B(x, x) ~ a llxll 2 pour 
tout x EH. 
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1) a) Montrer qu'il existe un opérateur continu T sur H tel que B(x, y)= (Tx 1 y) 
pour tous x, y E H. 

b) Montrer que pour tout x EH, llTxll ~a llxll. En déduire que Test un isomor
phisme de H sur lui-même (utiliser l 'Exercice 11). 

2) (Théorème de Lax-Milgram). Soit Lune forme linéaire continue sur H. 
a) Déduire des questions précédentes qu'il existe un unique u E H tel que 

B(u, y) = L(y) pour tout y E H. 
b) On suppose dans cette question que Best symétrique et on définit J(x) = 

B(x,x) - 2L(x). Démontrer que le pointu est caractérisé par la condition J(u) = 
minxeH J(x). 

3) On reprend les notations de 2) a). Soit (Fn)n;;:. 1 une suite croissante de sous
espaces vectoriels fermés de H dont la réunion est dense dans H. 

a) Démontrer que pour tout entier n ~ 1, il existe un unique Un E Fn tel que 
B( Un, y) = L(y) pour tout y E Fn. 

b) Démontrer que llu-unll ~ (C/a) d(u, Fn) pour tout entier n ~ 1. En déduire 
que ( un)n;;:.1 converge vers u. 

Exercice 15. 
On pose, pour f E L2((0, 1]) (on supposera les fonctions à valeurs réelles) et 

XE (0, 1): 

(Tf)(x) = 1x f(t) dt. 

1) Justifier l'existence de (Tf)(x) et montrer que T définit une application linéaire 
continue T: L2((0, 1])--+ L2 ((0, 1]). 

2) Calculer l'adjoint T* de T (on remarquera que I[o,xJ(t) = l[t,lJ(x)). 

Exercice 16. 
Soit f: ]))) --+ C une fonction holomorphe et f ( z) = I::'=o enzn son développement 

en série entière. Montrer que 

OO 1211" dt L lenl2 = sup l/(reit)l2- · 
n=O O<r<l o 271' 

Exercice 17 (Espace de Bergman). 
On note ]))) le disque unité ouvert de C, et ~(])))) l'ensemble des fonctions holo

morphes sur]))), 
1) Montrer que si f E ~(]))))et si D = D(zo, ro) est un disque fermé contenu dans 

]))), alors f(zo) = :.\- f-v f(w) dA(w), où A = l >.2 est la mesure d'aire normalisée de 
~ 'Il" 

]))) (i.e. la restriction à ]))) de la mesure de Lebesgue sur lll2 = C, divisée par 71'). En 
déduire que pour tout point z E]))) et pour toute fonction f E ~(])))),on a: 

1 
l/(z)I ~ (l - lzl)2 ll/llL2(JD), 

où l'on a posé ll/llL2(1D) = ( JJD 1/12 dA) 112 • 
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2) On définit l'espace de Bergman B 2 (][))) par B 2 (][))) = L 2 (Jl)))n.)(f(Jl))), c'est-à-dire 
que f E B 2 (][))) si et seulement si f E .)(f(Jl))) et JID 1!12 dA < +oo). On le munit de la 
norme induite par L 2 (][))). 

a) En utilisant le 1), montrer que si Un)n~I est une suite de Cauchy dans B 2 (][))), 

alors Un)n~I est uniformément de Cauchy sur tout compact de][)). 
b) Montrer que B 2 (][))) est un espace de Hilbert, et que la convergence dans 

B 2 (][))) entraîne la convergence uniforme sur les compacts de ][)). Donner l'expression 
du produit scalaire de B 2 (][))). 

3) a) Montrer que si f E B 2 (][))) et f(z) = L::'=o CnZn, alors llfll~2(ID) = L::'=o ~'.j_g. 
b) On pose en(z) = VnTI zn. Montrer que la suite (en)n~o est une base 

orthonormée de B 2 (][))). Donner une autre expression du produit scalaire de B 2 (][))) 

4) Montrer que si a E ][)), alors il existe une unique fonction Ka E B 2 (][))) telle que 
f(a) = (! 1 Ka) pour toute f E B 2 (][))) (on dit que Ka est un noyau reproduisant 
pour B 2 (][)))). 

5) En utilisant le 3), déterminer explicitement la fonction Ka, pour tout a E ][)). 
6) En conclure que si f est une fonction holomorphe au voisinage de ][)), alors, pour 

tout point a E ][)),on a f(a) = JID (l~~l)2 dA(z). 

Exercice 18. 
1) En utilisant la fonction définie sur ]-7r, 7r] par f(t) = t 2 , calculer S = I::'=i ~ · 
2) Soit a E C\Z et f: IR-+ C la fonction de période 1 définie par f(t) = exp(27riat) 

pour -1/2:::;; t < 1/2. 
a) Calculer les coefficients de Fourier de f puis montrer que 7rcotan (7ra) = 

1 +"OO 2a a un=l a2-n2 . 

b) En faisant un développement li mi té en a = 0 à l'ordre 3 de cotan ( 7r a) - 7r1a , 

en déduire la valeur des sommes 2:::'=1 ~ et Ln=I ~ · 

Exercice 19 (Théorème de Bernstein). 
Soit f: IR -+ C une fonction de période 1. On suppose qu'elle est h6ldérienne 

d'ordre a> 0 i.e. qu'il existe Ca > 0 tel que lf(x) - f(y)I :::;; Caix - Yla pour tous 
x,yER 

1) On note fx(t) = f(t-x) pour x, t ER Calculer Îx(n) en fonction de f(n) pour 
tout n E Z. 

2) Montrer qu'il existe C > 0 tel que C 2-2ja ~ l::2;+i:::;lnl:::;2H1 lf(n)l2 pour tout 
j E N (considérer Il! - fx 112 avec x choisi convenablement et utiliser la propriété 
hOldérienne de !) . 

3) Montrer que la suite des coefficients de Fourier de f est dans t'p(Z) pour p > 
2/(2a + 1) (appliquer l'inégalité de Holder). 

Exercice 20. 
Soit a> 0, et soit g E L2 (0, a), à valeurs réelles. 
On suppose que f0a g(t) ent dt= 0 pour tout n EN. Montrer que g = 0 (on pourra 

faire un changement de variable, puis utiliser le Théorème de Stone- Weierstrass; 
conclure ensuite). 
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Exercice 21. 
Soit K un espace métrique compact ; on munit le produit K 2 = K x K de la 

topologie produit. Si u et v sont des fonctions continues sur K, à valeurs réelles, on 
définit leur produit tensoriel par (u ® v)(x, y) = u(x) v(y), pour x, y E K. Montrer 
que le sous-espace vectoriel lff(K) ®lff(K) de lff(K2 ) engendré par toutes les fonctions 
u ® v, pour u, v E lff(K), est dense dans lff(K2 ). 

Exercice 22. 
Soit (K, d) un espace métrique compact. 
1) Montrer que K est séparable. 
2) a) Pour a E K, on note da la fonction continue définie par da(x) = d(x, a). 

Montrer que si D est une partie dense de K, la famille {da ; a E D} sépare les points 
de K. Que peut-on dire de la sous-algèbre A de lff(K) engendrée par I et les fonctions 
da, pour a ED? 

b) En déduire que lff(K) est séparable. 
3) Montrer que l'ensemble des fonctions lipschitziennes sur K est dense dans l'es

pace lff ( K) des fonctions continues sur K, muni de la norme uniforme (voir l 'Exercice 4 
du Chapitre I). 

Exercice 23 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt). 
Soit H un espace de Hilbert séparable, que l'on supposera réel, par convenance. On 

dit qu'un opérateur T: H-+ H est de Hilbert-Schmidt s'il existe une base orthonormée 
(en)n;;;,1 de H telle que L:::=l 11Tenll2 < +oo. 

1) Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H. Montrer que si (t:n)n;;;, 1 est une 
autre base orthonormée de H, alors L:::=1 llT*enll2 = L:;~ 1 llTt:kll2, et en déduire 
que: 

OO OO 

L 11Tenll 2 =L11Tt:kll 2 . 

n=l k=l 

2) Soit (S, 'T, µ)un espace mesuré tel que L 2 (µ) soit séparable, et soit (en)n;;;, 1 une 
base orthonormée de L 2(µ). 

a) Si K E L 2(µ ®µ),montrer que l'on peut définir un opérateur TK: L 2(µ) -+ 
L 2 (µ) par: 

TK(f)(y) = fs K(x, y) f(x) dµ(x), 

et que TK est de Hilbert-Schmidt (on pourra remarquer que si l'on pose Ky(x) = 
K(x,y), alors, pour toute f E L2(µ), on a (TKJ)(y) = (f 1 Ky) pour µ-presque tout 
y). 

b) Montrer que si on pose (en ®em)(x,y) = en(x)em(y), alors (en ®em)n,m;;:,1 
est une base orthonormée de L 2 (µ ® µ). 

c) Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L 2 (µ). Montrer que la série 
double: 

OO 

K(x,y) = L (Ten 1 em)en(x)em(Y) 
n,m=l 

converge dans L2 (µ ®µ),que K E L2(µ ®µ),et que T = TK. 
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On revient au cas général d'un espace de Hilbert séparable (réel) arbitraire et on 
fixe une base orthonormée (en)n~l· 

On pose 62(H) ={TE Z(H); E::'=1 llT(en)Jl2 < +oo}. 
3) a) Montrer que 6 2 (H) est un sous-espace vectoriel de Z(H). 

b) Montrer que pour tous A, BE 62(H), la série En~l (Aen 1 Ben) est conver
gente, et que l'on définit un produit scalaire sur 6 2(H) en posant : 

OO 

(A 1 B)e2 (H) = L(Aen 1 Ben). 
n=l 

On notera li - lle2 (H) la norme associée (on la note aussi souvent 11-11.fje). 
4) a) Soit (un)n~l une suite d'éléments de H telle que E::'=i llunll 2 < +oo. Montrer 

que pour tout x EH la série En~l (x 1 en) Un converge normalement dans H et que 
l'on a: 

''~(xlen)unll ~ llxll (~llunl1 2r12 . 
b) En déduire que llTJI ~ llTJle2 (H) pour tout TE 62(H). 

5) Montrer que (62(H), li Jl 62(H)) est un espace de Hilbert. 

Exercice 24 (Rayon numérique d'un opérateur). 
Soit H un espace de Hilbert. 
Pour tout opérateur T sur H, on note: 

v(T) = sup{j(Tx 1 x)I; llxll = 1}. 

On dit que v(T) est le rayon numérique de T. 
On rappelle que T est dit auto-adjoint si T* = T. 
1) a) Montrer que v est une semi-norme sur l'espace Z(H) des opérateurs sur H 

et que l(Tx 1 x)I ~ v(T) llxJl 2 pour tout x EH. 
b) Montrer que si T est auto-adjoint et si v(T) = 0, alors T = O. 

Dans la suite {à part la question 6)), on suppose que H est un espace de Hilbert 
complexe, non réduit à {O}. 

2) Soit U un opérateur auto-adjoint sur H. Soit x, y E H. 
a) Pour t E IR, développer (U(x + ty) 1 x + ty) - (U(x - ty) 1 x - ty), en en 

déduire que : 
4 ltl IRe (Ux 1 Y)I ~ v(U) (ilx + tyll 2 + llx - tyll 2 ). 

b) En déduire que IRe(Ux 1 y)I ~ v(U) JlxJl llYll· 
3) Montrer que, pour tout opérateur S: H---+ H, on a IRe [(Sx 1 y)+ (x 1 Sy)]I ~ 

2v(S) JlxJl JlyJI. 
4) En déduire que, pour tout opérateur T sur H, on a: 

v(T) ~ llTJI ~ 2 v(T) 

(pour tout x EH, choisir un nombre complexe>. de module 1 tel que >.2 (T2x 1 x) E IR+, 
puis prendre S = >.T et y= Sx). 
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5) Montrer que Test auto-adjoint si et seulement si (Tx 1 x) E lR pour tout x EH 
(remarquer que T* = T si et seulement si v(T - T*) = 0). 

6) Donner un exemple d'opérateur T: JR2 --+ JR2 , non nul, tel que v(T) = 0 (prendre 
une rotation convenable). 

Exercice 25 (Théorème ergodique de von Neumann). 
Dans cet exercice, H est un espace de Hilbert et T: H --+ H une application 

linéaire continue telle que llTll :::::; 1. Pour tout entier n?: 1, on pose : 

1) Montrer que pour tout x EH, on a llT*(x) - xll 2 :( 2[llxll 2 - (x 1 T(x))]. 
2) En utilisant la question précédente, montrer que l'on a ker (J -T) = ker (I-T*). 

En déduire une décomposition de H à l'aide de ker (J - T) et de im (I - T). 
3) Calculer Sn(x) pour x E ker (J - T), puis déterminer limn--+oo Sn(x) pour x E 

lm (J -T). 
4) Montrer que pour tout x EH, la suite (Sn(x))n~l converge vers P(x), où P 

est la projection orthogonale sur ker (I - T). 

Exercice 26. 
Soit H un espace de Hilbert. On dit qu'un opérateur T: H --+ H est positif s'il 

est auto-adjoint et si (Tx 1 x) ?: 0 pour tout x EH. 
1) Montrer que si Test un opérateur positif, on a l(Tx 1 y)l 2 :::::; (Tx 1 x) (Ty 1 y) 

pour tous x, y EH. En déduire que 11Txll 2 :( llTll (Tx 1 x) pour tout x EH. 

Soit (Sn)n~l une suite d'opérateurs auto-adjoints; on suppose cette suite crois
sante (c'est-à-dire que Sn+l - Sn est un opérateur positif pour tout n?: 1) et bornée. 
On pose M = supn llSnll· 

2) Montrer que llSn+p(x) - Sn(x)ll 2 :( 2M[(Sn+pX 1 x) - (Snx 1 x)] pour tout 
x E H et tous n, p E N*. 

3) En déduire que la suite (Sn)n~l converge simplement vers une application 
linéaire continue S: H --+ H. 

Exercice 27 (Racine carrée d'un opérateur positif). 
Soit H un espace de Hilbert complexe. 
1) Montrer que si a, (3 E C sont tels que a + (3 E lR et i( a - (3) E JR, alors (3 = a. 
2) Soit SE !L'(H) tel que (Sx 1 x) E lR pour tout x EH. 

a) Montrer que (Sx 1 y)+ (Sy 1 x) E lR pour tous x, y EH. 
b) En déduire que S = S* (on pourra changer y en iy). 

On dit que S E !L'(H) est positif (S ?: 0) si (Sx 1 x) ?: 0 pour tout x E H. Si 
S, TE !L'(H), on dit que S?: T si S - T?: O. 

3) Soit T un opérateur positif et soit R 1 et R2 deux opérateurs positifs commutant 
et tels que Rr = R~ = T. 

a) Montrer que im (R1 - R2) Ç ker (R1 + R2). 
b) Montrer que ker (R1 + R2) = (ker R1) n (ker R2). 
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c) En déduire que R1 = R2 (écrire H = im (R1 + R2) EB ker (R1 + R2)). 
4) Montrer que si T ~ 0, alors Tk ~ 0 pour tout k E N (où Tk = T o · · · o T, k 

fois). 
5) Montrer que si 0 ~ S ~ IdH, alors llSll ~ 1 (utiliser l'inégalité de Cauchy

Schwarz pour la forme sesquilinéaire positive (x, y) H (Sx 1 y)). 
6) Soit Sn E C(H) tels que 0 ~Sn~ Sn+l ~ IdH, n ~ 1. 

a) Justifier l'existence de N(x) = [limn-+oo(Snx 1 x)]112. 
b) En considérant N(x+y) 2 et N(x+iy) 2, montrer que ax(Y) = lim (Snx 1 y) n-+oo 

existe pour tous x, y E H. 
c) Montrer que, pour tout x E H, il existe Sx E H tel que (Sx 1 y) 

limn-+oo(Snx 1 y) pour tout y EH. 
d) Montrer que l'application S: x E H H Sx E H est linéaire et continue. 

7) Soit TE .Z(H) telle que llTll = 1 et T ~O. On pose V= IdH - T. 
a) Montrer que V~ 0 et !!VII ~ 1. 

On définit So = 0 et Sn+i = (1/2) (V+ s;) pour n ~ O. 
b) Montrer que 0 ~Sn~ ldH. 
c) Montrer que Sn = Pn(V) où Pn est un polynôme à coefficients positifs. 
d) Montrer que Sn+i - Sn = (1/2) (S; - s;_1 ), et en déduire que Sn+1 - Sn = 

Qn(V), où Qn est un polynôme à coefficients positifs. 
e) En déduire que Sn+l ~Sn. 
f) Montrer qu'il existe un unique opérateur positif R E .Z(H) tel que R2 = T 

(utiliser les questions précédentes). On notera R = v1T 
8) Décomposition polaire. Montrer que si A E .Z(H) est inversible, alors A peut 

s'écrire de manière unique sous la forme A = UR, où R E .Z(H) est positif et 
U E .Z(H) est unitaire, c'est-à-dire que UU* = U*U = ldH (prendre R = v A* A). 

Exercice 28 (Décomposition de Halmos-Wold des isométries). 
Soit H un espace de Hilbert (réel pour simplifier) et U: H -+ H une isométrie, 

c'est-à-dire une application linéaire telle que llU(x)ll = llxll pour tout x EH. 
1) Montrer que si K est un sous-espace fermé de H, alors U(K) est fermé. 
2) On pose Uk = U o · · · o U (k fois), et M = nk~l Uk(H). Montrer que M est 

fermé et que U(M) =M. 
3) Montrer que U1M: M-+ M est unitaire (voir l'Exercice 12). 
4) Soit N l'orthogonal de U(H) (dans H). Montrer que les espaces Uk(N) sont 

deux-à-deux orthogonaux et orthogonaux à M. 
On pose Z = œ:=o un(N). 
5) Montrer que H se décompose en la somme directe orthogonale H = M EB Z. 
6) Montrer que Z s'identifie àt'2(N) = { (un)n~l; Un EN et l:::=l llunll 2 < +oo} 

et décrire l'action de U1z quand on l'identifie à un opérateur sur t'2(N). 
7) Montrer que si E est un sous-espace fermé de Z invariant par U et non réduit 

à {O}, alors UIE: E -+ E n'est pas unitaire (on dit alors que U1z est complètement 
non-unitaire). 

8) Expliciter Met Z lorsque U est le shift S: t'2-+ t'2 (voir l'Exercice 12). 
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Exercice 29 (Inégalité isopérimétrique). 
Soit T [O, 1] -+ C une application continue et de classe C1 par morceaux telle que 

1(0) = 1(1), et qui soit injective sur] 0, 1] (on dit que 1 est une courbe de Jordan). 

On rappelle que la longueur de 1 est donnée par L = f01 l1'(s)I ds. 
On supposera que L = 1, et on rappelle que l'on peut paramétrer 1 de sorte que 

l'Y'(s)I = 1 pour touts E [O, 1], ce que l'on supposera fait pour la suite. 
On admettra que C\1([0, 1]) possède une unique composante connexe bornée, dont 

la surface est donnée par la formule de Green-Riemann (la courbe étant parcourue 
dans le sens positif) : S = ~lm f01 1'(s)'Y(s) ds. 

1) Vérifier que si 'Y(s) =a+ 2~ e27ris, 0 ~ s ~ 1, alors L = 1etS=1/(47r). 

2) Calculer les coefficients de Fourier 'Î(n), n E Z, de 1' en fonction de ceux 
Cn = 9(n) de 'Y· 

3) Exprimer Sen fonction des en (remarquer que S = ~lm ('Y' l 1)L2(0,i))· 
4) Montrer que "EnEZ 47r2n2 lcnl2 = 1 (remarquer que l'Y'(s)l2 = l1'(s)I). 
5) En déduire que S ~ 1/(47r). 
6) Montrer que S = 1/(47r) si et seulement si 1 est un cercle de rayon 1/(27r) 

parcouru une fois. 

Scholie. Utiliser cette méthode pour montrer l'inégalité de Wirtinger : pour toute 
fonction f: [O, 1]-+ C de classe C1 par morceaux, on a f01 lf(x)l 2 dx-1 f01 f(x) dxl 2 ~ 
4!2 f01 If' (x )12 dx, et étudier le cas d'égalité. 

Exercice 30. 
Soit H un espace de Hilbert et (en)n~l une base orthonormée de H. 
Soit Un)n~l une suite dans H telle que, pour une certaine constante C, avec 

0 < C < 1, on ait : 

pour toute suite finie de nombres complexes ai, ... , aN. 

1) Montrer que pour tout x EH, la série "En~ 1 (x 1 en) (en - fn) converge dans 
H. 

2) On note K(x) la somme de la série ci-dessus. Montrer que l'on définit ainsi une 
application linéaire continue K: x E H H K ( x) E H, de norme ~ C. 

3) On pose T = I -K, où I est l'application identique de H. Montrer que T(en) = 
fn pour tout n ~ 1 et que Ta un inverse continu, que l'on notera U. 

4) On pose 9n = U*(en), pour tout n ~ 1. Montrer que (fk 1 g1) = 1 si k = l et 
(fk 1 91) = 0 si k :f: l. 

5) Montrer que, pour tout x E H, on a x = 2:~1 (x 1 9k)fk = 2:~1 (x 1 fi)g1. 
En déduire que les deux familles Un)n~l et (gn)n~l sont totales dans H. 
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Exercice 31 (Espace de Hardy). 
On considère l'espace de Hilbert L 2 = L 2 (0, 1), que l'on peut voir aussi comme 

l'espace des classes de fonctions mesurables f: IR ---+ C de période 1 et telles que 
f0

1 lf(t)l 2 dt < +oo. On note en(t) = e21Tint, pour n E Z. 

Soit H 2 = {! E L 2 ; f(n) = 0, \:/n E Z \ N}, f(n) étant le coefficient de Fourier 
de f en n. On l'appelle l'espace de Hardy. 

1) a) Montrer que H 2 est un sous-espace vectoriel fermé de L 2 • 

b) Caractériser l'orthogonal de H 2 • 

c) Montrer que {en ; n E N} est total dans H 2 • 

2) Montrer que si f E H 2 et f est à valeurs réelles, alors f est constante. 
3) a) Montrer que si f E H 2 , il existe une fonction analytique F: ][}) ---+ C telle que 

F(z) = L::'=o Î(n) zn et sup0<r<l f0
21T IF(rét)l2 t! = llfll~ (voir l'Exercice 16). 

b) Réciproquement, si F: ][})---+ C telle que F(z) = L::'=o CnZn et : 

121T dt 
sup IF(reit)l2-2 <+oo, 

O<r<l o n 

montrer qu'il existe f E H 2 telle que Î(n) = Cn pour tout n EN. 

4) Soit A un borélien de [ü, 1] et soit VA={! E H 2 ; f = 0 p.p. sur A}. 
a) Montrer que VA est un sous-espace vectoriel fermé de H 2 • 

b) Soit n E N. Montrer que si f est dans H 2 , alors le produit f en aussi. 
c) Soit PA la projection orthogonale sur VA et u = PA(e0 ). 

(i) Montrer que pour tout n EN, uen est orthogonale à e0 - u. 
(ii) En déduire que J0

1 lu(t)l2e21Tintdt=0 pour tout n EN*. 
(iii) En déduire que lui est constante (presque partout). 

On suppose maintenant que A est de mesure strictement positive. 

d) Montrer que u =O. Que peut-on en conclure pour e0 par rapport à VA? 
e) Soit f = L::'=o Cn en E VA. 

(i) Montrer, en utilisant 4) c), que co = 0, puis que e_if E H 2 • 

(ii) En déduire que e_if est orthogonal à eo, puis que f est orthogonal à e1 . 

f) En conclure que VA= {O}. 

Exercice 32 (Opérateurs à noyau et test de Schur). 
Soit (n, Ql, µ) un espace mesuré a-fini, et soit K: n x n---+ C une fonction mesu

rable. 
1) On suppose qu'il existe une constante C > 0 telle que : 

ln ( k IK(x, Y)l lf(y)I dµ(y)) 
2 

dµ(x) :( 0 2 llfll~ 
pour toute f E L2 (µ). Montrer que pour toute f E L2 (µ), la fonction y i-+ K(x, y) f(y) 
est intégrable sur n pour presque tout X E n, que la fonction TK f définie presque 
partout par la formule : 
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TKf(x) =ln K(x,y)J(y)dµ(y) 

appartient à L2(µ), et que l'application linéaire TK: L2(µ) -+ L2(µ) ainsi définie est 
continue llTK Il ~ C. 

On dira que K est un noyau borné sur L 2 (µ). 
2) Montrer que si K est un noyau borné sur L2(µ), alors Ti<= TK·, où K*(x, y) = 

K(y,x). 
3) Montrer que si K E L2 (n x n, µ 0 µ),alors K est un noyau borné sur L 2 (µ). 
4) Test de Schur. Dans cette question, on suppose qu'il existe une fonction mesu

rable strictement positive w sur n et une constante C > 0 telles que les propriétés 
(H1 ) et (H2) suivantes soient vérifiées : 

(H1) In IK(x,y)lw(y)dµ(y) ~ Cw(x) pour presque tout XE n; 
(H2) In IK(x, y)i w(x) dµ(x) ~ Cw(y) pour presque tout y En. 

a) Soit f E L 2 (µ). Montrer que pour tout x En, on a: 

k IK(x, y)l IJ(y)I dµ(y) ~ c1l 2w(x) 1l2 ( fn iK(x, y)l l~r;r dµ(y)) 
112 

b) Montrer que K est un noyau borné sur L 2(µ), avec llTKll ~ C. 

Exercice 33 (Matrice de Hilbert). 
Montrer qu'on définit un opérateur borné H: i2 -+ i2 en posant : 

OO 1 
(Hx)i=L:-. -.x3, 

j=l i + J 

et que l'on a llHll ~ 7r (utiliser le test de Schur de l'Exercice 32, pour la mesure de 
comptage sur n = N*, avec w(i) = 1/./i,). 

Exercice 34 (Opérateur de moyenne). . 
1) Montrer que la formule Af(x) = ~fox f(t) dt, x > 0, définit un opérateur borné 

A: L2 (JR.+)-+ L2 (JR.+), et que llAll ~ 2 (utiliser le test de Schur de l'Exercice 32 avec 
w(t) = t- 0 , pour a> 0 convenablement choisi). 

2) Montrer qu'en fait llAll = 2 (utiliser f13(t) = I10,11(t)t-f3, 0 < /3 < 1/2). 
3) Déterminer l'adjoint de l'opérateur A. 
4) Montrer que l'on a A* A= A+A* = AA*. En déduire que l'opérateur U = I-A 

est unitaire (c'est-à-dire que U est inversible et que u-1 = U*). 

Exercice 35 (Théorème de prolongement de Tietze). 
Soit (Y, d) un espace métrique. On note '"tfb(Y) l'espace vectoriel des fonctions 

réelles continues et bornées sur Y, muni de la norme uniforme : Il f Il y = supyEY 1 f (y) I · 
1) Montrer que '"tfb(Y) est un espace de Banach. 

Soit X une partie compacte non vide de Y, et soit '"tf(X) l'espace des fonctions 
réelles continues sur X muni de la norme uniforme ll9llx = supxEX lg(x)I. Pour f E 
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~b(Y), on note Rx(f) = f1x la restriction de f à X. Cela définit une application 
linéaire continue Rx: ~b(Y) --t ~(X) de norme 1. 

2) Soit h E ~b(Y) non identiquement nulle sur X. 
a) On pose U(t) = max(ltl,l) pour t E R Montrer que la fonction définie par 

Sh = llRx(h)llx U( llRxZh)llJ est continue et bornée sur Y. 
b) Montrer que Sh eth coïncident sur X. 
c) En utilisant la compacité de X, montrer que llShllY = llRx(h)llx-

3) a) Pour x E X fixé, montrer que fx(Y) = min (d(x, y), 1), y E Y, définit une 
fonction continue bornée sur Y. 

b) En déduire que imRx est dense dans ~(X) (on remarquera que imRx est une 
sous-algèbre de ~(X)). 

4) On veut maintenant montrer le Théorème de prolongement de Tietze : toute 
fonction continue réelle g sur X peut être prolongée en une fonction f continue sur 
Y et telle que Il! llY = 11911x. Soit donc g E ~(X), non identiquement nulle. 

a) Montrer qu'il existe une suite de fonctions hn E ~b(Y), n ~ 0, vérifiant 
llRx(hn) - 9llx ----+0 et llRx(hn+1) - Rx(hn)llx ~ 2-Cn+l)llgllx pour tout n ~ 1. 

n--too 

b) Montrer que la série l::=o Shn+i-hn converge dans ~b(Y). 
c) En déduire qu'il existe h E ~b(Y) telle que Rx(h) = g. 
d) Montrer que l'on peut modifier h en une fonction f E ~b(Y) telle que 

Rx(f) = g et ll!llY = llgllx (tronquer h). 


