Chapitre 3
Lois Usuelles

Dans ce chapitre, nous passons en revue certaines lois connues dans la pratique,
discrétes ou continues, et nous explicitons certaines de leurs caractéristiques, telles

que la moyenne et la variance..

3.1 Lois discrétes usuelles

3.1.1 Loi uniforme :

Une variable aléatoire X suit une loi uniforme discréte si elle prend ses valeurs

dans l’ensemble fini £ = {x1, 23, ..., ,} avec la méme probabilité c’est a dire : p; =

P(X =u;) = —= = ~. Dans ce cas, on dit que les événements {X = z;} sont

équiprobables. On dit dans ce cas que X suit une loi uniforme sur £ et on note par :
X v Ugg) 2y, 2,3 Donc

* X (Q) =F = {(1}1,1’2, ,In}

*pi=PX=w)= g =r

cardE
n

PE(XY) = P (X = @) = Yalp = 1> o
V(X) = B(X) = (B(X))

36
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Cas particulier

Siz; =icadX(Q) ={1,2,..,n} alors : E(X) = %ZZ =2l E(X?) =

S|

6 12

5t = O,y () — B (X7) — (X)) = 2

3.1.2 Loi de Bernoulli B (p)

Définition 30. Une épreuve (expérience) de Bernoulli est une épreuve & deux issues,

souvent appelées : succés et échec .

On considére une expérience aléatoire et un événement A lié a cette expérience tel
que P(A) = p . On effectue une fois cette expérience et on désigne par X 'application
qui prend la valeur 1 si A se réalise et la valeur 0 sinon (X est le nombre de réalisation
de A) c’est a dire nous avons ici une épreuve de Bernoulli tel que le succés est la
réalisation de A et I’échec est la réalisation de A.

X est donc la variable aléatoire définie par :

1, si A est réalisé
X:{ , si A est réalisé

0, si A n’est pas réalisé

laloi de X est donnée par: X (2) = {0,1} avec P(X =1)=p, P(X =0)=1-p=
q

On dit que X suit une loi Bernoulli de parameétre p et on note par : X « B(p)
(on utilise aussi la notation X « B(1,p))

Danscecaslz
x E(X)=>iP(X=i)=0xP(X=0)+1xP(X=1)=p

=0

*E(X2):iz‘2P(X:i):02><P(X:O)—|—12><P(X:1):p
*V(X)=E(X%)—(E(X))’=p—p*=p(l—p) =pg
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3.1.3 Loi Binémiale B (n,p)

On considére une épreuve de Bernoulli qui nous donne A ou A. On effectue, dans
les mémes conditions, n fois de suite cette épreuve avec :.

* La probabilité que A se réalise est p dans chaque épreuve.

*Les n répétitions de I’épreuve sont indépendantes les unes des autres.

Soit X le nombre d’obtention de I’événement A au cours de n épreuves. Alors
X est la variable aléatoire qui prend les valeurs 0,1, ...,n sa loi de probabilité est

donnée par :
Vke X(Q)={0,1,...,n}: P(X =k) = CFpF (1 —p)" "

On dit que X suit la loi Binomiale de paramétres n et p et on note : X « B (n,p)

Le premier paramétre de la loi n, est le nombre de répétitions de I'épreuve de
Bernoulli; le second paramétre p, est la probabilité que A se réalise dans chaque
épreuve.

Montrons que Vk € {0,1,...,n} : P(X = k) = CkpF (1 —p)" " :

On a la probabilité que A est réalisé k fois exactement dans la suite des répétitions
de I’épreuve, et A est réalisé n — k fois est p* (1 — p)nfk puisque les répétitions sont
indépendantes les unes des autres. Et comme il y a autant dans les n-uplets ou A
apparait exactement k fois que de sous-ensembles & k éléments dans un ensemble a
n éléments, ¢ & d C* donc on la formule.

Remarks 3.1.1. 1. Ona:> P(X=k) =S CqprQ—p)" "=p+1-p)" =
k=0 k=0
1 (binome de Newton), donc il s’agit vraiment d’une loi de probabilité

2. On remarque que P (X = k) = C¥p% (1 —p)" " est (k4 1) terme dans la
formule de Newton de (p+ (1 —p))" et pour cela on Uappelle la loi Binomiale.
3. il est clair que X peut étre regardé comme la somme de n variables indépen-

dantes de Bernoulli X; de méme paramétre p, soit : X = > X; ot :
k=1

Xi:

{ 1, si A est réalisé dans l’épreuve i

0, st A n’est pas réalisé dans l’épreuve 1
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Proposition 3.1.1. Soit X une variable aléatoire tel que X «~ B (n,p). Alors
*E(X) =np *V(X)=np(1l-p)

Preuve. La démonstration est basée toujours sur la formule de Newton. On a :
*E(X) =Y kP(X =k) =Y kCipF(1—p)" ™  =np 3 CZipF (1 —p)" ™" =
k=0 k=1 k=1
np(p+ (1—p)"" =np
FE(XT) = 2 KP (X = k)= 3 KO (1 —p)"" —an KO ipE (1= p)" ™
= k=1

n

= np 30 (= 1) Chdp (1= p) ™ p 3 Gl (1 p)”-’“

k=2 k=1
n(n—1)p? Z (L —p)" T p=n(n—1)p* +np.
*V(X)—E(XQ) (E(X))an(”—l)p2+np—(”p)2=”2?(1—2?) u

Remarque 3.1.1. On peut aussi utiliser que X = > X; avec X; «~ B (p) pour tout

k=1
1=1,2,...,n et donc on a :
FB(X) - B($x) - £ B0 - z
* Comme les variables aleatozres (Xi)i—19,..n sont indépendantes alors :
v =v (x-S v - kzpu—p) = mp(1-7).
=1 = =1

3.1.4 Loi Hypergéométrique H(N,n,m)

Soit une population de N individus parmi lesquels m (m < N) individus pos-
sedent un caractere particulier. Il s’agit par exemple du nombre d’individus qui
souffrent d’une certaine maladie, ou le nombre des pi¢ces défectueuse dans un grand
lot de fabrication. On préléve un échantillon de n (n < N) individus parmi cette po-
pulation (le tirage pouvant s’effectuer d’un seul coup ou au fur et & mesure mais sans
remise). On note X la variable aléatoire d’individus de ’échantillon possédant le ca-
ractére envisage, alors X prend les valeurs de 'ensemble X (©2) = {0, 1, ..., min (n,m)}.
Dans ce cas X suit une loi dite hypergéométrique et on a :

Ckcm—k
VEEeX(Q): P(X =k =-—"t=m
CN



3.1 Lois discrétes usuelles 40

On note X « H(N,n,m)
Si on pose p = % (la proportion des individus qui possedent le caractére envisagé)

on peut ici utiliser la notation : X « H(N,n,p)

ckey®
Montrons que Vk € X () : P(X =k) = me,V”" :
. . _ Card( “1({k})) , _
On peut voir facilement que : P (X = k) = —Caram) - etona:Card (Q)=C%k

(Car on fait des tirages sans remise de n éléments parmi N éléments), et Card (X! ({k})) =
Ck CF = nombre de cas ot 'échantillon de n éléments contient k& qui possede le

caractére et n — k qui ne le possédent pas.

Proposition 3.1.2. Soit X une variable aléatoire tel que X «~ H(N,n,m) etp = %
Alors

*E(X)=np *V(X)=np(l—p) 5=

Preuve. On a:
n

Ckcnk n Ckcnk Ck lcnk
FEX) = 2 BP(X = k) = Zk =2k Z”mZ G
T(L) Ck 1Cn k B
o =mnp (Car ) —=Z—=" = 1 cest la somme des probabilités de la loi H(N
k=1 N-1
L,n—1,m—1))
De la méme maniére on peut calculer E (X?) et ainsi V (X). |

Remarque 3.1.2. * On remarque que si on pose p = alors, p est la probabi-

m
N’
lité de tomber sur un individu présentant le caractére envisagé lorsque [’on tire au
hasard un indwidu dans la population. Avec cette notation, on a : E(X) = np. On
retrouve, bien que la probabilité de tirer un individu présentant le caractére varie lors
de la constitution de [’échantillon de taille n, le résultat de l’espérance d’une variable
aléatoire suivant la loi B (n,p) .

* On remarque aussi que la variance de X ne différe de la variance d’une variable
aléatoire qui suit la loi B (n,p) que d’un facteur % qui s appelle facteur d’exhaus-
tivité.

* Si dans la méme population on fait les tirages des n individus avec remise

alors la variable aléatoire X suit la loi B (n,p) et pour cette raison on dit que la loi
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binomaale est un shéma de tirage avec remise et la loi hypergéométrique est le

shéma de tirage sans remise.

3.1.5 Approximation de la loi Hypergéométrique H(N,n,m)

par une loi bindémiale B (n,p)

En pratique si N > 10n alors on peut faire 'approximation H(N,n,m) —
B(n, %)

3.1.6 Loi géométrique G (p)

C’est la loi du nombre d’essais (ou d’épreuves) nécessaires pour faire apparaitre
pour la premiére fois un événement de probabilité p. Alors, on considére une expé-
rience aléatoire et soit A un événement li¢ & cette expérience avec P (A) = p. On
effectue, dans les mémes conditions, cette expérience plusieurs fois jusqu’a ’obtention
de A pour la premiére fois. Soit donc X le nombre de fois nécessaires pour obtenir
A pour la premiére fois. Alors X est la variable aléatoire qui prend ses valeurs dans
I'ensemble N* (c’est a dire ici X (2) = N*), avec :

VEeN": P(X=k=1-p)p=¢p

et on dit que X suit une loi géométrique de parameétre p et on note : X « G (p)

Soient les événements A; :"A est réalisé dans I'expérience " pour ¢ > 1 alors
on a (A;);cy+ est une suite d’événements indépendants avec P (4;) = p pour tout
i € N*. On peut écrire : Vk € N* : P(X =k) = P(A_lﬁA_gﬂ...ﬁmﬂAk) =
P(A)P(A) ..P (A1) P(A)=(1—p)" " 'p=qg"Tp

Proposition 3.1.3. Soit X une variable aléatoire tel que X «~ G (p). Alors
B = V0= 4

p p

Preuve. On utilise dans la démonstration la somme de la série géométrique et ses

dérivés
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0o 00 00 00 k d Z:qk
* B (X) :,;_OkP(X:k) :];k;qkflp:pkz_:lqu—l :pk;% =p (kéz ) =

d(4;) 1
P =P T P

*E(X?) = I;)kzP (X =k) = kzok:zqk_lp = pkzl k21 = pk; (K* —k+k)g"!

=p> kk=1)¢ +p> ki1 =pg Y k(k—1)¢"*+ E(X)
k=2 k=1 k=2

SR

00 (3 ¢*
2k —
=gy G ﬂl):pq—(kdgg >+I%
k=2
(L d(—t=
=) =) e o
*V(X)=EX)—(BEX)) =%+1- L =2l _ o m

Exemple 3.1.1. On jette une piéce de monnaie équilibrée jusqu’a l’obtention de pile.

Soit X le nombre de jets nécessaires. Alors ici X «~ G (%) c’est a dire (q =p= %) :

VkeN": P(X =k) = (%)k

et : *E(X)=2 *V(X)=2

3.1.7 Loi Binomiale négative N'B (n,p)

La loi binomiale négative de parametres n et p est la loi de la variable aléatoire
X donnant le nombre d’essais nécessaires indépendants pour obtenir n succes Alors
X (Q2)={n,n+1.....} et on a pour tout k > n :

Po=P(X =k =Crlpr(1-p)*™"

+o0
Montrons que », P (X = k) = 1.Posons r = k — n, donc k = n + r. La somme
k=n
devient alors :



3.1 Lois discrétes usuelles 43

On utilise la série génératrice suivante (connue pour la loi binomiale négative) :

i ntr—l a:r—# our |z| < 1
n—1 “a-om P

r=0

En posant x = 1 — p, on obtient :

> /n+r—1 , 1
S (M=
r=0 n- p

Donc, la somme initiale devient :

+o0o 1
d P(X=k)=p" - —=1
k=n p

Proposition 3.1.4. Soit X une variable aléatoire tel que X «~ NB(n,p). Alors
*E(X)=1" *V(X) =nf

p

3.1.8 Loi de poisson P (\)

Soit A € R. On dit que la variable aléatoire discréte X, a valeurs dans X (2) = N,
suit la loi de Poisson de parameétre) , notée X « P (A), si sa loi est donnée par la

relation suivante : i
AT

VkeN: P(X =k)=rc

+o0
Rappel : Z I =e" Vo € R

Alors on a : ZP( =k)= Zk,e —*)‘Z A =1.

La variable aleatou"e de P01sson est utilisée pour modehser les phénomeénes comme,
le nombre d’accident pendant un jour, nombre d’appel téléphoniques pendant un
intervalle de temps, nombre de piéces défectueuses dans une livraison importante,

nombre de clients qui arrivent a la poste .........

Proposition 3.1.5. Soit X une variable aléatoire tel que X «~ P (\). Alors
*E(X)= A V(X)) = A
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Preuve. On a

*E(X):k;)kp(xzk)zzki Az;’“f),e = Aerer = A,
*E(X?)zz_;mp( k) = Zk2k,e —e‘A’;k22—T:e‘Al;1(k2—k+k)2—f

o)

k
‘Aka‘( 1) 4 ‘AZk ‘AgﬁJrE(X)
=\ —Az At A= Ne e A= N 4
*V(X)_E(XQ) (E(X)?P=X+X1-A =) |

3.1.9 Approximation de la loi binémiale B (n,p) par une loi
de Poisson P ()\)

Soit X une variable aléatoire telle que X « B (n,p) alors on a le résultat suivant :

Théoréme 5. lir_"I_l B(n,p) =P ().
np—A
C’est o dire : quand : n — +oo tel que np — X alors X «~ P ().
En pratique : Ce théoréme veut dire que si n est suffisament grand (quand
n > 50 et p est suffisament petit (p < 0.1)) ou bien (n > 30 tel que np = X < 5)

alors on peut faire 'approzimation P (X = k) = CkpF (1 —p)nik = )‘k—];e_’\. Et donc

au lieu d’utiliser la loi binomiale on utilise la loi de poisson pour les calculs de

P(X =k).

Preuve. Comme X « B(n,p) alors P(X =k) = CkpF (1 —p)" ™" | pour k =

= e

0,1,....,n et donc on doit montrer que Vk € N : liIJIrl Ckpk (1 —p
np—A

Mais, comme np — A on peut écrire : (quand n — +00) et donc on a :

p
Jim Ol (1) =t ety (3)" (1) = gy lim etk (o )
np—A\
nk -1 — k=1 n— . _ n—
= tim MU (o i (1 1) (1) (1 2) =
PR
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et: lim (1-— A)Thk = lim eln(l_%)n_k = lim e(”_k)ln@_%) = lim e(”_k)(_%“(%))
n—-—+o00 n n——+00 n——+00 n——+00
(- Ase()H A () _ .

Exemple 3.1.2. Si par ezemple X « B(100,0,03) alors on peut utiliser l’approxi-
mation par la loi de Poisson P () avec A = 100 x 0,03 = 3.

3.2 Lois absolument continues usuelles

3.2.1 Loi Uniforme Continue U,

Soient a,b € R vérifiant a < b. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de
densité f. On dit que X suit la loi uniforme sur [a,b] et on écrit : X « U,y si sa

fonction de densité f est donnée par la formule suivante :

Le fait que f soit constante sur [a,b] correspond au fait que selon cette loi on
choisit les points dans l'intervalle [a,b] avec les mémes chances, ce qui explique le
nom uniforme.

La fonction de répartition de la loi U, est donnée par :

0, siz<a
F(x) = =2, size€a,b]
1, six >0
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Si:x>b:F(x det+f dt+f0dt—1
Les caracterlsthues de la 101 Ujap)
"B = o (X?) = et #V () = O
En effet :
+o00 a b 400 )
*E(X)= [ af(@)de= [ 20de+ [§dv+ [ 2.0dv = f5s = e
o e o .

i r b 2 too 2 2
B(XY) = [ a2 (r)dr = | a20de+ [ Zdrt [ a?0dy = Posd  Prabsa
oo “oo b

3(b—a) 3

*V(X) = E(X2) - E(X) = {528

12

3.2.2 Loi exponentielle

Soit A > 0 et soit X une variable aléatoire réelle de fonction de densité f. On dit
que X suit la loi exponentielle de parameétre A et on écrit : X « £ () si sa fonction

de densité f est donnée par la formule suivante :

Aexp(—Az), siz >0
fla)=q AP
0, siz <0

La fonction de répartition de la loi £ (\) est donnée par :

F(2) 1 —exp(—Az), siz>0
€Tr) =
0, six <0

T

Eneffet : Vz € R: F(z) = P(X <) ff

Si:ax<0: F(x f()dt—O

Si:0<z: F(x f Odt—l—f)\exp —At)dt =1 — exp (—\x)
Les caracterlsthues de la 101 EN)

*E(X) =1, «E(X?) =% «V(X) =3
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3.2.3 Loi Gamma v (a, \)

Soit a et A deux réels strictement positifs. La loi gamma de paramétres (o, \) est

A a—1_,-)\z : >
f (@) = Faytt e, slr = 0
0, siz <0

la loi de densité :

La fonction I' étant définie pour o > 0 par :

+o0
['(a) = / v e dr.
0
Le paramétre « est le parametre de forme et A le parameétre d’échelle..

Proposition 3.2.1. 1. Soit T' une variable aléatoire de loi gamma de paramétres
(o, ), alors :

E(T) =%, war(T) = 3,

2.6 =1 et )\ est la lot exponentielle de paramétre .

e a=n et A\ est la loi d’Erlang d’ordre n et de paramétre \ (loi de la somme
de n variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de paramétre \),

ea="2ct\=1 estlaloi dux? an degrés de liberté (loi de la somme des carrés

2 2
de n variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne centrée de variance

1).

3.2.4 Loi de Cauchy Cau (6, z)

La loi de Cauchy, appelée aussi loi de Lorentz, est une loi de probabilité classique
qui doit son nom au mathématicien Augustin Louis Cauchy. Une variable aléatoire
X suit une loi de Cauchy si elle admet une densité f, dépendant des deux paramétres
2o € Ret # > 0 et définie par : Vo € R

1 0 1 1

T = P a—np 715 (=)

xo est le parameétre de location, 6 est le parameétre d’échelle..
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“+00

—00

=1

s

“+oo
Il est clair que Vo € R, f (z) > 0 et /f () dz = L arctan (%)}

La fonction de répartition de la loi Cau (f) est donnée par : Vo € R

1 — 1
F(z) = ;arctan (a: ‘9%) + 3

Espérance et écart type
La loi de Cauchy n’admet ni espérance ni écart type. Et il en va de méme pour
tout moment d’ordre supérieur. En effet,

La fonction z f (z) = %m n’est pas intégrable sur R. donc E (X) n’existe
pas
%m n’est pas intégrable sur R.

donc E (X?) n’existe pas et donc V (X) n’existe pas.

De la méme maniére la fonction z2f (x) =

3.2.5 Loi Normale (loi de Laplace-Gauss) N (m,o?)

La démonstration classique du résultat suivant utilise un calcul d’intégrale double.

Ce résultat sera ici admis.
Théoréme 6. Soient m € R, et 0 € RY.. Alors la fonction f : R — R définée par :

1 _e-m?
e 202

VeeR: f(x)=

oV 2T

est une densité de probabilité sur R.
C’est o dire : Yx € R: f(x) >0 (trés clair),

+oo _ (wf'm)2

+oo
et [ f(z)de= [ #ﬂe 27 dr = 1.

(z—m

+0o0 2
_ )
On remarque d’apres le théoréme que : [ e 207 da = ov/27.
—00

“"’;2’”) dans l'intégrale on obtient aussi

Et avec un changement de variable (y =

+o0o
f e‘édx = /27
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Définition 31. (Loi normale N (m,o0?)) Soient m € R, et 0 € R%. On dit que
la variable aléatoire continue X suit la loi normale N (m,0?), lorsque la densité de

probabilité de X est la fonction f définie sur R par :

1 _ (x—m)2
e 202

VeeR: f(x)=

oV 2T

Proposition 3.2.2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi N (m,c?), alors :
xFE(X)=m (X)) = o2

2 de la loi normale

Remarque 3.2.1. On remarque que les paramétres m et o
N (m,0?) correspondent respectivement a l'espérance et & la variance de toute va-

riable aléatoire suivant cette los.

Définition 32. (Loi normale centrée réduite N (0,1)) On dit que la variable
aléatoire continue X suit la loi normale centrée réduite st m = 0 et 0 = 1, c’est a
dire X «~ N (0,1), sa densité de probabilité f est définie par :

(S

1 o
VxER:f(x):me_T
1

alors on a : xE (X) =0 T (X) =

Notation : La fonction de répartition d’une variable aléatoire X qui suit la loi

normale centrée réduite N (0,1) est notée IT : . On a donc :

t
1 22
VtE]RH(t):\/?/e_2dx
s

nous n’avons pas une formule explicite pour la fonction de répartition de la loi nor-
male mais ses valeurs sont données dans des tableaux numériques.

On remarque que : * Vet e R: 11 (¢) =1 — I (—%)

*Si X v N (m,0?) alors X* = 2= «~ A/ (0, 1), donc on peut toujours utiliser le

tableau de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite pour calculer
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les valeurs de celle de la loi A/ (m, 0?) et on a : si F est la fonction de répartition de

N (m,o?) alors : Vt € R: F (t) =11 (=) .

g

3.2.6 Approximation de la loi binémiale B (n,p) et la loi de

Poisson P (\) par la loi normale
Approximation de la loi binomiale B (n,p) par une loi normale

Soit la variable aléatoire X qui suit une loi binomiale B (n,p) et si n tend vers
linfini, la variable X tend vers la loi normale N (m,c?) avec m = np et 0? =
np (1 —p). Clest a dire en pratique, on fait approximation de la binomiale par
une loi normale quand n est suffisament grand (n > 20) et np(1 —p) > 3. Dans
les calculs on utilise 'approximation P (X = k) = P (k; -3 <Y <k+ %).ou Y v
N (np,np (1 —p))

Approximation de la loi de Poisson P (1))

Si A > 15, la loi de Poisson P (\) peut étre assimilée & une loi normale N (m, o%)

ouim=M\et o2 =\.



