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Chapitre 1

Espaces probabilisés

1.1 Expérience aléatoire, ensemble des épreuves

Exemple 1 : On lance deux pieces de monnaie différentes et bien équilibrées sur une
surface plane. On registre ce qu’on voit sur la face de chacune des deux pieces.

On pose F pour face et P pour pile.

Exemple 2 : On lance deux dés différents et bien équilibrés, un rouge et un vert.
On enregistre les deux chiffres qui apparaissent sur les deux faces supérieures des dés.
Exemple 3 : On jette un dé a 6 faces plusieurs fois, et on s’arréte lorsque 'on a
obtenu un 6. On s’intéresse au nombre de lancer.

Exemple 4 : On tire au hasard (simulténément) trois boules d'une urne qui contient
10 boules numérotés de 0 a 9.

Exemple 5 : On tire successivement trois boules d’une urne qui contient 10 boules
numérotés de 0 a 9.

Exemple 6 : J'attends le bus, et je m’intéresse au temps aléatoire qu’il va mettre

a arriver, sachant que ¢a ne peut pas étre plus de 10 minutes.

Pour étudier ces phénomenes (expérience) aléatoire, il faut le modéliser par un mo-

dele probabiliste. Les différents résultats possibles d'une expérience aléatoire s’appellent

les épreuves ou les réalisations de I'expérience. On représente les épreuves par la lettre

minuscule w, comme w, wy, ..., w;, ...

Définition 1.1. On appelle ensemble des épreuves (résultats) ou Punivers, noté (2,

l’ensemble décrivant tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire.
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Exemple 1 suit : Q = {F'F, FP, PF, PP} espace fini ou card(f2) = 4.
Exemple 2 suit : Q = {(7,7),1 <i < 6etl < j <6} espace fini tel que card(2) = 36.
Exemple 3 suit : Q = {1,2,....,n,...} = N* espace dénombrable tel que :
n "on obtient 6 au n-ieme lancer".
Exemple 4 : card(Q)) = C3,, telle que C* = k'x(?::—k)' est une combinaison.
Exemple 5 : card(Q) = A3, tel que AF = (”ﬁlk)' est un arrangement.
Exemple 6 suit : 2 = [0, 10] espace infini.
Exemple 7 : On a N = 10000 pieces dont m sont défectueuses. On prend n pieces
tel que m < n. Soit €;, 7 = 1, ..., 4, 'ensemble des résultats possibles.
Cas 1 : On tire les n pieces sans tenir compte de ’ordre. donc : 3 = C}.
Cas 2 : On les tire en tenant compte de 'ordre, donc 2, = A%.
Cas 3 : On tire toutes les pieces en tenant compte de 'ordre, donc €2 = N!.
Cas 4 : On ne s’intéresse qu'un nombre de pieces défectueuses tirées. Donc €y = {0,1,...,m}.

1.2 Evénement

soit P(£2) I'ensemble de tous les sous-ensemble de €2, incluant I'ensemble € lui-méme et

I'ensemble vide.

Exemple 8 : Soit 2 = {1,2,3} un ensemble fini.

P(2) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3},{2,3}, 2} .

Tout élément de P(£2) est appelé un événement. On peut donc interpréter chaque évé-

nement avec un sous-ensemble de 2. On représente les événements par des lettres majuscules

comme A, B,C, E, ....

1.2.1 Types d’événements

1. Evénement élémentaire

L’événement qui est réalisable par une seule épreuve s’appelle événement élémentaire

et correspond au singleton (le sous-ensemble comportant un seul élément).
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2. Evénement composé
L’événement qui est réalisable par plusieurs épreuves s’appelle événement composé

et le sous-ensemble correspond comportant plusieurs éléments.

3. Evénement certain
L’événement qui se réalise a chacune des épreuves, nommé 1I’événement certain, et

correspond a I’ensemble de toutes les épreuves possibles de 'expérience ().

4. Evénement impossible
L’événement qui ne peut étre réalisé par aucune épreuve, nommé 1’événement im-

possible, et correspond a I’ensemble vide ().

5. Evénement contraire a A, noté A° ou A, est I'événement qui se réalise si et seule-

ment si A ne se réalise pas.

On remarque que (A°)¢ = A. Les sous-ensembles des épreuves rattachées aux événe-

ments A et A sont complémentaires par rapport a 'ensemble Q (c’est-a-dire AU A =

Q).

Exemple 1 suit : On a Q = {PP, FF, PF,FP}. Soit A un événement "obtenir
deux piles" donc A se réalise si On obtient I’épreuve PP. On peut écrire alors

A = {PP} et on dit que A est un événement élémentaire. L’événement A est
'obtenir au moins une face', donc A = {F'F, PF, FP} est un événement composé.

Soit B I’événement "obtenir trois face', donc B = &. Soit C' I’événement

"obtenir au plus deux faces", donc C' = (.

1.2.2 Relations entre les événements

1. Equivalence des événements
On appelle événements équivalents, des événements qui se réalisent simultanément.
L’équivalence de deux événements A et B revient a ’égalité des sous-ensembles des

épreuves A = B.

2. L’implication des événements
On dit que I’événement A implique I’événement B si la réalisation de A entraine néces-
sairement la réalisation de B. Donc A = B c’est-a-dire dans le contexte ensembliste

ACB.
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Remarque 1.1. — Tout événement A implique I’événement certain puisque A C €.
— Un événement élémentaire est impliqué seulement soit par lui-méme (A C A), soit
par ’événement impossible.

— L’événement impossible implique tout événement quelconque (@ C A).

1.2.3 Opérations sur les événements

Dans P(Q2) 'ensemble de tous les événements reliés & une expérience, on peut introduire

plusieurs opérations.

1. Réunion d’événements
Etant donnés deux événements A et B, leur réunion est I’événement qui se réalise ssi
au moins un des événements A ou B se réalise. On écrit AU B et on lit "A ou B" ou

encore "A réunion B".

2. Intersection d’événements
Etant donnés deux événements A et B, leur intersection est I’événement qui se réalise
si et seulement si au moins un des événements A et B se réalise. On écrit AN B et

on lit "A et B" ou encore "A inter B".

Remarque 1.2. Deux événements A et B sont incompatible ou disjoints si ANB = &.

Dans le cas contraire si AN B # &, on dit que les événements sont compatibles.

Partition (systéme complet) Des événements Ay, ..., A, forment une partition s’ils
sont deux a deux incompatibles et qu’il y a toujours I'un d’entre eux qui se réalise.
Autrement dit, les conditions suivantes sont satisfaits :
— A #0, Yi=1,..,n
— A;NA; =0 Vi#j cest-a-dire A; et A; sont disjoints deux a deux.
— U, A =0

3. Différence d’événements
Etant donnés deux événements A et B, leur différence est Pévénement qui se réalise
chaque fois que conjointement A se réalise et que B ne se réalise pas. On écrit A — B

et on lit "A moins B".
A—B=ANnB e B=O—-—B

Les opérations entre les événements reviennent aux opérations respectives entre les en-



1.3 Probabilité d’un événement

sembles des épreuves correspondantes, et donc les résultats des opérations entre les événe-
ments sont encore des événements reliés a la méme expérience.
Conclusion 1 : Quand on manipule les événements deux types de vocabulaire coexistent :

I'un est probabiliste, 'autre est ensembliste. Le tableau suivant indique la correspondance

entre les deux terminologies :

Notations vocabulaire ensembliste vocabulaire probabiliste
w élément de 2 épreuve, réalisation, éventualité,
ou résultat possible
Q ensemble plein événement certain
%] ensemble vide événement impossible
A sous-ensemble ou partie de €2 événement
weA w appartient a A I’épreuve w réalise ’événement A
A A complémentaire de A contraire de A
ANB A inter B Aet B
AUB A union B AouB
A-B A moins B A se réalise et non B
ANB=go A et B disjoints A et B incompatibles
ACB A inclus dans B I’événement A entraine ’événement B
A implique B
A=B A est égal B A entraine B et B entraine A
A équivalent B

1.3 Probabilité d’un événement

Soit € un ensemble fini ou dénombrable.

Définition 1.2. On appelle probabilité sur (Q,P(2)) une application P de P(Y) dans l'in-

tervalle [0, 1] telle que :
1. P(Q) =1.

2. Pour toute suite d’événements (A;)p>1 deuz d deux disjoints, on a

P(Un

Ai) =Y P(A)
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Le triple (2, P(2), P) est appelé espace de probabilité ou espace probabilisé.

Proposition 1.1. Soit (Q,P(Q2), P) un espace de probabilités. Alors on a les propriétés

suivantes :

2

3

4. P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(AN B)

5. 81 ANB =@, alors PLANB) = P(@) =0
6. P(A— B) = P(ANB) = P(A) — P(AN B)

Proposition 1.2. Soit (A;)1<i<, une suite d’événements qui constituent une partition de Q.
p <i< q 4

Alors pour tout B € P(Q2), on a :

faire un diagramme correspondant.

Cas particulier : Pour tous événements A et Bon a: P(B) = P(BNA)+ P(BnNA),

car 'ensemble {A, A} forme une partition de €.
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Exemple 9 : Un sac contient des billes noires et rouges, portant une marque

ou non. La probabilité d’observer une bille rouge et marquée est de 2/10, une bille

marqué de 3/10 et une bille noire de 7/10.

1) Quelle est la probabilité d’observer une bille rouge ou marquée ?

2) Quelle est la probabilité d’observer une bille rouge et non marquée ?

3) Quelle est la probabilité d’observer une bille noire et non marquée ?

Solution : Soit N I’événement "obtenir une billet noire", donc P(N) = 7/10.

M TVévénement "obtenir une billet marquée', donc P(M) = 7/10.

R T’événement "obtenir une billet rouge", donc P(RN M) = 2/10.

1) PRUM)=P(R)+ P(M)—P(RNM) = (1 - P(N;) + P(M)— P(RNM)=4/10.

2)P(RNM)=P(R—M)=P(R)—P(RNM)=(1 2

3)P(NNM) =177

Ona PINNM)=P(N—-M)=P(N)—P(NNM),

on cherche P(N N M), donc on remarqur que ’ensemble { N, R} forme une partition de 2 alors :
7 2

P(M)=P(MNN)+P(MNR) = P(MNN)=P(M)~P(MOR)= 15— = = ..

Exemple 10 : Lors d’une loterie, 300 billets sont vendus aux personnes.

5 billets sont gagnants. une personne achete 10 billets. Quelle est la probabilité

pour que la personne gagne au moins un lot 7.

Solution : On a Q2 = C35,. Soit G I'événement "la personne gagne au moins un lot".

G I'évenement "la personne ne gagne rien', donc

— cardG C19
P(G) = = 2% Alors P(G) =1— P(G).
(@) card®mega  Cil, ors P(G) (@)

Exemple 11 : Un étudiant a les probabilités suivantes d’avoir la note ¢ a un module,

le module étant noté sur 10. Quelle est la probabilité que "I’étudiant valide son module" 7.
Note 0O |1]2] 3 4 5 6 7 8 9 |10
Proba | 1/11 (0|0 | 1/11 | 1/11 | 2/11 | 2/11 | 2/11 | 1/11 | 1/11 | O

Solution : On note V' I’événement "l’étudiant valide son module', et A; I’événement
"I’étudiant obtient la note i". A; forment une partition de I’ensemble des notes possibles

et 'onadonc: P(V)=Xi2 P(VNA) =32 P(A) =8/11.
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1.4 Probabilité générale sur un ensemble fini
On consideére une expérience aléatoire dont 'univers €2 compte n épreuves, tel que
Q ={wy,ws,..,w,}, et card()) = n.

La probabilité de 1’événement élémentaire {w;}, i = 1,...,n, (notée p;) est la fréquence
d’apparition du résultat w; au cours d'un grand nombre de répétition de I'expérience. On

écrit P ({wz}> = p; et alors :

épreuve Wi W ... Wy
I b .l tel que = > pi=1.
i=1
probabilité py py ... Dn

Soit A = U,,ea{w;} un événement, alors

P(A) = P(Upweafwi}) = > PHwi}) = Y pi (1.1)

Lw; €A Lw; €A

Exemple 12 : On lance un dé pipé, ou l'apparition de la face qui
porte 2 et 5 points est le double de 'apparition de la face qui porte un point
, Papparition de la face 3 et 4 est le triple de I'apparition de la face une,
et I'apparition de la face 6 est un demi de I’apparition de la face une.
i.e si on pose P({1}) = p, on trouve :
événement élémentaire | {1} | {2} | {3} | {4} | {5} | {6}
probabilité P({i}) D 2p | 3p | 3p | 2p

[ 14

Déterminer les probabilité des événements élémentaires de cette expérience

aléatoire.
OnaQ={1,..,6}, et ZP({Z}) =1=p+2(2p) +2(3p) —1—5 =1= p= ... (calculer).
i=1

Soient 1’évenement A "Obtenir un chiffre pair' et B "obtenir un chiffre plus grand que 4".

Calculer P(A), P(A°), P(B), et P(AN B).
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Exemple 13 : On lance deux dés équilibrés, et on note S la somme des deux dés.

L’ensemble des valeurs possibles pour S est 2 = {2,3,...,12}.

11234 |5 |6
112345 |6 |7
2113456 |7 |8
3141567 |8 |9
40151678 [9 |10
5167819 |10]11
67891011 |12

Par exemple P(S =4) = P({(1,3),(2,2),(3,1)}) = 3/36
Les probabilités pour les valeurs possibles de S sont alors :
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(S=k)|1/36|2/36|3/36|4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
Soient I’évenement A "au moins la somme de deux dés est égale a 7" et B "au plus la

somme est égale & 4". Calculer P(A), P(A°), P(B), et P(AN B).

1.4.1 Cas particulier : le cas équiprobabilité

On considere que toutes les épreuves w; sont également vraisemblables, c¢’est-a-dire :

1 . 1
P{w})=pi= e Vi=1,..n & P{w}) =..=P{w.}) = -
On peut écrire donc :
épreuve Wy Wy ... Wy
bl
1 1 1
probabilité — — ... —
n o n n

Soit A = U,,ea{w;} un événement, alors la probabilité P(A) est donnée par :

P(A) = PUppealw)) = 30 P({w)) = 3 - = cordd) (1.2)

Lw;EA Lw; EA n CCLT’d(Q)

Attention Cette définition classique ou fréquentiste de probabilité utilise seulement pour

les expériences ou les événements élémentaires sont équiprobables, c’est-a-dire également



1.4 Probabilité générale sur un ensemble fini 12

vraisemblable.
Les épreuves sont équiprobables, c’est-a-dire les probabilités des événements élémen-

taires sont égales.

Exemple (suit) On prend 'exemple 2 (deux dés non pipés). Donc Q = {(7,5),1 < i,j < 6},
card(Q) = 36 et P({(i,7)}) = 55 Vi, J.

Soit I’évenement A "les valeurs des deux dés sont identiques'. donc :

A={(1,1),...(6,6)} et P(A)=P({(1,1),...(6,6)}) = &

Calculer P(B) tel que B I'évenement 'le dé 1 donne le chiffre 2 et le dé 2 donne

un chiffre impair".




Chapitre 2
Variables aléatoires discrétes

Soient (2, P(£2), P) un espace de probabilité et £ C R.

Définition 2.1. Une variable aléatoire (v.a) X est une application de Q) dans E, telle que

Uinverse de chaque intervalle de E est un événement de §2.
X:QO—-F

X1 IcE)=ACQ

2.1 Définitions, support d’une v.a.d

Définition 2.2. Une v.a est dite discréte si elle peut prendre un mombre fini de valeurs

isolées. l’ensemble E est égal a N, 7 ou une partie de 7.

Le support d’'une v.a est 'ensemble des ses valeurs possibles. On notera S(X) le support

d’une v.a X.

Exemple 1 : On lance une piece de monnaie une fois. X est le résultat d’obtenir le Pile. Donc

X prend deux valeurs 0 ou 1. C’est-a-dire X =1 si le résultat de lancer est Pile et X = 0 si non.

Exemple 2 : On lance un dé équilibré. X le résultat obtenu. Alors X est une v.a.d,

et les valeurs possibles de X sont S(X) ={1,2,...,6}

Exemple 3 : On lance deux dés bien équilibrés, un vert et un rouge. Soit S
le total (la somme) des faces supérieures. Donc S est une v.a.d, et le support de X

est S(5) ={2,3,4,...,12}.
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Exemple 4 : On lance une piece de monnaie n = 3 fois. Y représente le nombre de fois

d’obtenir le Pile. Donc Y est une v.a.d et S(Y') = {0, 1,2, 3}.

Exemple 5 : On jette un dé a 6 faces plusieurs fois, et on s’arréte lorsque 'on a

obtenu un 6. Soit Y le nombre de lancer nécessaire. Alors Y est une v.a.d

et S(Y) ={1,2,3,...} = N*.

2.2 Loi de probabilité d’une v.a.d

On s’intéresse maintenant a la loi de probabilité d'une v.a.d X, c’est-a-dire la probabilité

P(X = ;) pour z; € S(x) = {xy,...,x,}. Soit A, = {w e N: X(w) =x;}
Définition 2.3. La loi de probabilité de X est

Elle a deux propriétés suivantes :
(i) P(X =x;) >0, x; € S(X).

(if) La probabilité totale P(X = a;z) = > p=1
2:€8(X) 2€3(X)

2.3 Fonction de masse d’une v.a.d

0 s1 z<1
st 1<x<2
%si 2<z<3

Py(z) =42 si 3<z<4
%sz’ 4<x<?bh
%sz’ 5 <z <6
1

si r>6



2.3 Fonction de masse d’une v.a.d 15

Exemple 1 (suit) : X le nombre de fois d’obtenir le Pile donc S(X) = {0,1}. La loi de
probabilité de X est donnée par :  P(X =1) = P({Pile}) =p=
et P(X =0)=P{Face})=1—-p

1

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p = 5 (i.e X ~ B(p)).

1
2

Exemple 2 (suit) : X est le résultat d’un lancé de dé. On a S(X) ={1,2,...,6}.
P(X = 1) = P(Amﬂ) = P({l}) = 1, et on trouve

z; 1 2 3 4 5

P(X=umz) |2 L & 1

o= D

1
6 6 6 6 6

On dit que X suit la loi uniforme de paramétre p = ¢ (i.e X ~ U(p)).

Exemple 3 (suit) : On a S(5) = {2,3,..., 12}, donc la loi de probabilité de S est donnée
dans le tableau suivant :

S; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p(szsi) 1 2 3 4 5

1 2 6 3 2
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

5 4 3 2 1

Exemple 4 (suit) : Y est le nombre de fois d’obtenir le Pile, donc S(Y') = {0, 1, 2, 3}.
Pour chaque lancer, on a deux résultats Pile ou Face, et on s’intéresse par le Pile.

Donc on peut définir par X; la v.a.d qui représente "le résultat de i*™ lancer est le Pile".
C’est-a-dire X; = 1 si le i*®™¢ lancer donne Pile et X; = 0 si non.

On pose P(X;=1)=p= %, et on remarque que X; ~ B(p = %)
3
D’autre part Y est le nombre de fois d’obtenir le Pile, on peut donc écrire Y = Z X;
i=1

2 2) — 2
On trouve P(Y =0) =0.125, P(Y =1)=0.375, P(Y =2)=0.375, P(Y =3) =0.125
1

On dit que Y suit la loi binomiale de parameétre n =3 et p=1 (i.e Y ~ B(3,3)).

pour tout k € S(Y), P(Y =k)= P(iXi = k) =C3 (1 - 1)3_k (l)k “
i1

3
Question : vérifier la deuxiéme propriété de la loi de probabilité (i.e Y P(Y =k) =1).
k=0

Exemple 5 (suit) : On jette un dé & 6 faces plusieurs fois, et on s’arréte lorsque I'on a
obtenu un 6. Soit Y le nombre de lancer nécessaire. On a S(Y) ={1,2,3,....} = N.
La loi de Y est P(Y = k) = (21 L pour tout k € S(Y)

6

On dit que Y suit la loi géométrique de parametre p = ¢ (i.e Y ~ Geo(p)).
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Explication de ’exemple 3 :

W
I
©

P(S=2) = P(A)=P{0,1)}) =
P(S=3) = P(Aws) = P({(1,2),(2,3}) = 326
P(S=4) = P(Am)=P({(1,3),(2,2),3,1)}) = =
P(S=5) = P(Aws) = P{(1,4),(2.3),(3,2),(4,1)}) = ;‘6
P(s=6) = P(Ae) = P({(1,5),(2,4),(3.3), (4.2),(5.1)}) = -
P(S=7) = P(Acr) = P({(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}) = 366
P )= pl )= 2
( ) =P(

s
ERET N
Wn
| Il I
—_ =
) co
[ e i N N N i N i
I
s
/N /N /N /N /N /N /N /N
w w » » c‘/%m w w »
[
I
i
—
—~
N
D
S~—
~—~
w
at
S~—
—~
=
o
N~—
—~
ot
w
S~—
~—~
o
[\
N~—
—
I

)
N
I
—_
N}

2.4 Diagramme en baton

La loi de probabilité d'une v.a.d X peut étre représentée graphiquement par un dia-

gramme en baton comme dans la figure suivante

¥4

P

Dy

0 IT1 Ta e Tn T
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2.5 Fonction de répartition

Définition 2.4. La fonction de répartition d’une v.a.d X est la fonction définie pour tout

x € R par
Fx(r)=P(X <a)=) P(X=z)= ) p (2.2)

z; <z x; <z
Autrement dit, Fx(x) est la probabilité de I’événement "la valeur de X est inférieure ou égale

\ "

a T

Remarque 2.1. 1) Fx(z) € [0,1] pour tout z € R;

2) Fx est une fonction croissante, c’est-a-dire si z < y, alors Fx(z) < Fx(y);

3)3}LI£10 Fx(x)=1et :L"EEHOO Fx(x) =0.

Remarque 2.2. La fonction de répartition d'une v.a.d X peut étre représentée graphique-

ment par une fonction en escalier comme dans la figure suivante

L
L —
h+D —0
| iy
0 51 I In I‘_

Exemple 1 (suit) : La fonction de répartition :

0 st <0
Fx(z)=14 1 si 0<2<1
1 s2 z2>1

Exemple 2 (suit) : La fonction de répartition de la v.a X :

o

st x<l1

st 1<r<?2
st 2<zx<3
st 3<x<4
st 4<xr<bh
st Hh<r<6

st r>6

= ol Ok 3w I O
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Exemple 6 : Soit X une v.a, et soit :

0 st <3

1 ; <
FX(x): 3 St 3<z<H

2 si 5<x<8

1 s2 >8

sa fonction de répartition. Déterminer la loi de probabilité de la v.a X. Donc :

X

Wik W
W= Ot
W= 0o

On calcule P(2 < X < 6) = Fx(6) — Fx(2) = 3

2.6 Espérance mathématique et variance d’une v.a.d

Il est utile d’associer a une v.a quelques nombres qui donneront des indications sur
le comportement statistique de cette variable, en particulier sur sa valeur moyenne et sa

dispersion autour de cette valeur moyenne.

Définition 2.5. Si X est une v.a.d et S(X) = {x1,...,x,} son support, on appelle espérance

de X la quantité suivante lorsqu’elle existe :
E(X)= sz P(X =) (2.3)
i=1
L’espérance d’une v.a positive est toujours définie (fini ou infini).

Propriétés de F(X) :
1. E(a) = a, ol a est une constante.

2. Soient a,b deux nombres réels, et X,Y deux v.a.d. Si E(X) et E(Y) sont existent

alors

E(aX +bY) = aB(X) + bE(Y)
3. E(XY)=FE(X) E(Y),siles v.a X et Y sont indépendantes.

Définition 2.6. La variance d’une v.a X est

Var(X) = E((X - B(X))?) = E(X?) - E(X)? (2.4)
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La variance d'une v.a X peut s’interpréter comme une mesure de degré de dispersion des
valeurs de la v.a X par rapport a son espérance.

Propriétés de Var(X) :

1. Var(a) =0, ou a est une constante.

2. Var(X +b) = Var(X), pourtoutb € R.

IS

(
(
3. Var(aX) = a*X, pour tout a € R.
Var(aX +b) = a*Var(X), pour tout b € R
(

5. Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y);
Définition 2.7. L’écart-type d’une v.a X est la racine carrée de sa variance.
o(X) =/ V(X) (2.5)

Question : Calculer 'espérance, la variance, et 1’écart-type d’exemples précédents.
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Exemple 1 (suit) : On a S(X) ={0,1},ou P(X =0)=1/2et P(X =1)=1/2.
Donc E(X) = 0.P(X =0) + LP(X = 1) = 1/2
Var(X) = 02.P(X = 0) + 12.P(X = 1) — E(X)? = 0.25.

Exemple 2 (suit) : On a

T 1 2 3 4 5 6
P(X=w) |54 bb L
sz(X = xl)
I%P(X = xz)
6
Donc E(X) = Zx1P<X = :1:1) = e
i=1
6
et Var(X) =3 a?P(X = 2;) = E(X)? = oo
1=1
Exemple 3 (suit) : On a
S; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(S=s) |% % % % % % % % % %
siP(S = sl)
sfP(S = sz)
11
Donc E(5) = Zs,P(S = si) = e
i—1
11
et Var(S) = Zs?P(S = sl) — B ()2 = e,
1=1

2.7 Lois discréetes usuelles

Ensuite on traite quelques lois discretes de probabilité, en particulier les deux lois les

plus importantes, a savoir la loi binomiale et la loi de Poisson.

2.7.1 Loi uniforme

C’est la loi d'un tirage équiprobable sur un espace fini S(X). X prend toutes les valeur

de S(X) avec la méme probabilité, alors

1
P(X:%):m,

et on dit que X suit une loi uniforme sur S(X). comme I’exemple 2.

pour tout z; € S(X)

Question : On prend I'exemple 2. Rappeler X, S(X), loi de probabilité et son diagramme
en baton, Fy et sa courbe, E(X), et Var(X).
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2.7.2 Loi de Bernoulli
On dit que la v.a X suit la loi de Bernoulli de parametre p ou p € [0, 1], si :
PX=1)=p, PX=0)=1-p=gq (2.6)

On note X ~ Bernoulli(p). revoir I’exemple 1.

1. La fonction de répartition :

o

st <0

Fx(z) = st 0<z<1

N

st z>1

e L’espérance de X :
E(z) = p.

e La variance de X : Comme X? = X, F(X?) =p; d’ou :

Var(X) =p(1 —p).

2.7.3 Loi binomiale (Tirage avec remise)

On suppose que 'on répete n fois dans des conditions identiques une expérience aléa-
toire, dont l'issue se traduit par I'apparition d'un évenement A de probabilité p, le résultat
de chaque expérience étant indépendant des résultats précédents. Soit X le nombre d’appa-
rition de I’événement A parmi ces n expériences.

On dit alors que X suit une loi binomiale de paramétres n et p, notée X ~ B(n,p).
La deuxiéme définition de la loi binomiale : X suit une loi binomiale B(n,p) si X est une
somme de n variables de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p.

e La loi de probabilité de X est donnée par :
Vk€{0,1,....,n}, P(X =k =Ckp*"(1-p)r* (2.7)

e La fonction de répartition : est définie par

Fx(k)=P(X <k)= fjc:;piu —-p)"" L ke{0,1,...,n}.

i=0
e L’espérance de X :

E(X) = np.
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e La variance de X :

Var(X) = np(l — p).

revoir I’exemple 4.

2.7.4 Loi de Poisson

Une autre loi importante est la loi de Poisson.

Soit A > 0. La variable aléatoire X est de loi de Poisson de parametre A si :

)\k
VEeN, P(X=k)= Fexp(—)\). (2.8)
e L’espérance de X :
E(X)=\
e La variance de X :
Var(X) = A

L’approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

Soit X ~ B(n,p). Si (n — 00) et (p — 0), la loi binomiale converge vers la loi de Poisson.
Cela signifie que si n est grand et p petit on peut approximer la loi B(n,p) par une loi

de Poisson P(A) avec A = np. En pratique I'approximation est bonne si n > 30 et np < 5.

B(n,p) ~ P(A = np).

Exemple 7 : Sur une autorote, il y a en moyenne deux accidents par semaine.
Quelle est la probabilité qu’il y aura cinq accidents par semaine ?

Soit X la v.a qui représente ” le nombre d’accidents par une semaine”, donc la loi
de X suit la loi de Poisson de parametre A = 2.

la probabilité qu’il y aura cinq accidents par semaine est :
5

P(X:s)):g'xw:...
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2.7.5 Loi géométrique

On dit que la v.a X suit la loi géométrique sur N* de parametre p et 'on note X ~ Geo(p)
Si:

VeeN, PX=k=0-p"'p (2.9)

e Fonction de répartition de X
VkeN, Fx(k)=PX <k)=1-(1-p)"

e L’espérance de X :

e La variance de X :

revoir Pexemple 5.
Typiquement la loi géométrique apparait dans la situation suivante : on répete "indépen-
damment" une méme expérience aléatoire et on note X le nombre de fois qu’il faut réaliser

I’expérience pour voir apparaitre un évenement A donné, de probabilité p.

2.7.6 Loi hypergéométrique (Tirage sans remise)

Exemple 8 : une urne contient N = 20 boules, parmi eux N; = 8 des boules blanches et
les autre des boules noires et vertes. on tire au hasard n = 5 boules sans remise.
X est la v.a. qui représente le nombre de boules blanches tirées. Dans ce cas

S(X)=1{0,1,2,3,4,5}. Donc :
Ck Ci*
C3
On dit que X suit la loi hypergéométrique de parametres H(n, Ni, N) tels que
(n=>5,N; =8, N =20). On peut écrire aussi X ~ H(n,p, N) ot

Vke{0,1,..,5}, P(X=k) =

p est la probabilité des boules blanches c’est-a-dire p = 2% =0.4.

On dit que la v.a X suit la loi hypergéométrique de parametres (n, Ny, N) et 'on note

X ~H(n,Ni,N) si:

k n—=k
_ O Oy

vk €{0,1,..,n}, P(X =k) o
N

(2.10)
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e L’espérance de X :

N

e La variance de X :
N —n
N -1

Var(X) =np(l —p)

Remarque 2.3. Si N — oo, alors H(n, N1, N) tend vers B(n,p = %) En pratique, ce

résultat s’applique dés que § < 0.1, c’est-a- dire dés que la population est 10 fois plus

grande que I’échantillon, ce qui arrive fréquemment en sondages.

2.8 Variables aléatoire indépendantes
Soit X et Y des v.a et leurs loi de probabilité

X b " et Zpi =1
P1 P2 ... DPn =1

Y Y1 Y2 - Um of Z%’:l
qG1 q2 ... Qm i=1

Définition 2.8. Les v.a X etY sont indépendantes si

P((X =), (Y = y,)) = P(X = 2;) P(Y = ;) = p; q;

pouri=1,...netj=1,..,m.



Chapitre 3

Variables aléatoires continues

Dans beaucoup de situations, on veut travailler avec des variables continues comme suit :
1. La durée de vie d’un appareil en mois €]0, t],

2. La taille en cm d’une personne |0, 200],

3. le poids, La vitesse d'une voiture, ...

Soit 2 un ensemble muni d'une probabilité P. Une v.a X est dite continue si elle peut

prendre toutes valeurs comprises dans un intervalle [a, b] C R.

3.1 Fonction de répartition

Définition 3.1. La fonction de répartition d’une v.a.c X est la fonction définie pour tout
r € R par
Fx(z)=P(X <x) (3.1)

Quelques propriétés de Fx
1) Fx(x) € [0,1] pour tout = € R;
2) Fx est une fonction croissante, c’est-a-dire si x < y, alors Fx(z) < Fx(y);

3) im Fx(x)=1 et Erp Fx(x)=0.

r——+00

Remarque 3.1. 1) P(X = a) = 0, pour tout a € R.

2) P(X <a)=P(X <a)car P(X =a)=0.

3) Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)=Fx(b) — Fx(a).
4) P(X >a)=1—-p(X <a)=1- Fx(a).
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3.2 Densité de probabilité

Définition 3.2. Une variable aléatoire X est continue, s’il existe une fonction fx(x),

appelée densité de X telle que :

b
P(a<X§b):/ fx(z) dr = Fx(b) — Fx(a) pour tout a,beR, a<b

Elle a deux propriétés suivantes :
(i) fx(x) >0, x €R. (cest-a-dire fx est une fonction non négative).
(ii) La probabilité totale [2° fx(z)dx = 1.

Ainsi Fy est une primitive de fx, et fx est donc la dérivée de Fy.

Question 01 : Vérifier que la fonction suivante est une densité de probabilité sur R.
flz) = %e’§ pour x €|0,+00[, et A >0. Solution :

On constate que f(x) >0 pour z € R, donc f est une fonction non négative,

et continue sur R Et on a :

72 f@)de = [0 Ode+ [ Le > dx:0+(—e_§ (}LOO):O—(—l):l

Question 02 : Soit f(x) = kz(1 — z)? pour 0 <z < 1. Trouver k pour que f soit
une densité de probabilité sur R.

Solution :

f est une fonction non négative, et continue sur R et [72° f(x) dz = 1 donc :

kfy s(l—2)?de=kLt=1 = k=12

Question 03 : Soit fx la densité de la v.a X, tel que : fx(z) =xsi0<x <1;et

fx(z) =3 si1 <z <2 Trouver P(X > 1), P(X <1), P(1 < X < 2).

Solution :

P(X >1) = ["® fx(z) dz = [} dz =

P(X <1)=['_ fx(z)de= [y xdx=
3

Pi<X< %):félxdx—kff sdv =2 +

1
2
1

2

5

1
4 8

Question 04 : Soit X une v.a dont la densité est donnée par : f(x) =Ae % si x>0
ou A > 0. Trouver la fonction de répartition de X.
Solution :Pour x < 0, on a Fx(z) =0.

Pour 2 > 0, Fx(z) = P(X <x2) = [°_ 0dt+f(f)\e’“dt:0+(—e”\t|§):1—6*)“'”.
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Question 05 : Soit f une fonction est définie par : f(z) = %xz si —1<x<1.
Montrer que f(z) est une densité et trouver la fonction de répartition correspondant.
Solution : La fonction f est non-négative, continue sauf en x = —1 et x = 1. De plus
J32 fla)dr = [1, 2 2? dv =& |L,=1; donc f est une fonction de densité.

On trouve maintenant la fonction de répartition correspondante.

Pour x < —1 | Fx(z) =0.
P +1
5

Pour -1 <2 <1, Fx(z) = P(X <) = [} 0dx+ [, 32 dt = % |”1=

Pour z > 1, Fx(x) = 1. (vérifier)

3.3 Espérance et variance d’une v.a.c

Définition 3.3. Si X est une v.a.c et fx sa fonction de densité, on appelle espérance de X

la quantité suivante lorsqu’elle est bien définie :

E(X) = / T (@) da (3.2)

—00
Quelques propriétés de ’espérance
1. E(a) = a, ou a est une constante.

2. Soient a,b deux nombres réels, et X,Y deux v.a,
E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)

3. E(XY)=FE(X) E(Y),silesvia X et Y sont indépendantes.

Trouver E(X). Solution :
E(X) = [z fx(z) dv = [y 22* dv = 2t |h=3

Question 06 : Soit X une v.a dont la densité est donnée par : fx(z) =2z si 0<z <1

Question : 07 Soit X une v.a dont la densité est donnée par : fx(x) = z—;‘ si 0<z<a.
Trouver E(X). Solution :
BX) = Jgo fx(@) dv = [§ 3 dv = 55 [i= 5
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si x>0.

(SIS

Question 08 : Soit X une v.a dont la densité est donnée par : fx(x) =

Trouver E(X). Solution :

1
26

E(X) = gz fx(z)dr = [ 2 Le7% do = 2. En utilisant D'intégrale par partie.

Remarque 3.2. En général, si la densité de la v.a X de la forme fx(x) = Ae™*® pour z > 0

et A >0, alors E(X) = §.

Question 09 : Soit X une v.a dont la densité est donnée par : fx(z) = 7= si a <z <b.

Trouver E(X). Solution : E(X) = [y fx(z) dr = [[z ;X dv = %

Remarque 3.3. Si la densité de la v.a X de la forme fx(z) = -~ pour a <z < b, alors

b—a
B(X) = e,

Définition 3.4. La variance d’'une v.a X est

Var(X) = E(X?) — B(X)? = [ U2 fy(2) de — B(X)? (3.3)

Quelques propriétés de la variance
1. Var(a) =0, ou a est une constante.
2. Var(aX) = a®X ;

3. Var(aX +b) = a*Var(X).

si x>0.

(SIS

Question 10 : Soit X une v.a dont la densité est donnée par : fx(z) = 1e
Trouver Var(X). Solution :
E(X?) = [z2? fx(x) dv = ["* 2% Le~2 dx = 8. En utilisant I'intégrale par partie.

2
Donc Var(X) =8—-4=4.

Remarque 3.4. En général, si la densité de la v.a X de la forme fx(z) = Ae™*® pour x > 0

et A >0, alors Var(X) = % — (l)z =1

A2 A a2
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Question 11 : Soit X une v.a dont la densité est donnée par : fx(x) = ﬁ si
Trouver Var(X) . Solution : E(X?) = [ 2® fx(z) dz = [° 22 i dr = W

2
Donc Var(X) = 7b2+“3b+a2 — (”JFTG) = 7(“126)2.

a<x<b.

3.4 Lois de probabilités continues

3.4.1 Loi uniforme

On dit que la v.a X suit la loi uniforme sur l'intervalle [a, b], si sa fonction de densité

est donnée par :

1

fX(;E) fr— b —Qa
0 st non

si a<z<b

On écrira alors X ~ U(a,b). On constate que est une constante.

1
b—a
La fonction de répartition de la v.a.X :

0 st T<a
T —a ,
Fx(z)=P(X <z)= 3 si a<x<b
—a
0 st x>b

L’espérance et la variance de X sont les suivantes :

E(X):a;b et Uar(X):(a_b)

respectivement.

Question 12 : Soit X ~ (0, 10). Calculer P(X < 3), P(X >6), et P(3 < X <38).

Solution :
P(X <3)=[f§ tdx =2
PX>6)=["Ltdz=2 ou P(X>6)=1-P(X <6)

PB<X<8) =[5 +de=2
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3.4.2 Loi exponentielle

On dit que la v.a X suit la loi exponentielle de parametre A ou A > 0, si sa fonction

de densité est donnée par :

e ™M s >0
fx(z) = ,
0 st >0

On écrira alors X ~ E(A).
La loi exponentielle sert souvent a modéliser le temps d’attente dans un processus ou des
évenements se passent de maniere aléatoire.

La fonction de répartition de X est :
Fx(x)=1—e si x>0.

L’espérance et la variance de X sont les suivantes :

respectivement.

Question 13 : Soit X ~ &£(1). Trouver la fonction de répartition de X,
et calculer P(X < 3), P(X >6), et P(3 <X <38).
Solution : La fonction de répartition est : Fiy(x) =1—e ™.
P(X<3)=Fx(3)=1—-¢7
P(X>6)=1-P(X<6)=1-Fx(6) =e®

PB< X <8)=Fx(8) —Fx(3)=—e®+e3

3.4.3 Loi normale (Laplace-Gauss)

On dit que la v.a X suit la loi normale de parameétres p et 02, ot p € Ret o > 0, si la

densité de X est définie par :

fx(z) = e 25" pour tout z €R (3.4)

On écrira alors X ~ N(u,0?).

L’espérance et la variance de X sont :

E(X)=p; et Var(X)=o"
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respectivement.

Cas particulier : si X ~ AN(0,1), on dit que la loi de X est la loi normale centrée

réduite, et on notera par Z au lieu de X. Dans ce cas, on obtient la fonction de densité

comme suite :

1 o2
fz(x) = e 2 pour tout v €R (3.5)

V21

Et on note par ¢ sa fonction de répartition qui est représentée a la table 1 page 40.

Question 14 : Soit Z ~ N(0,1). Calculer P(Z < 2), P(Z < —1), P(Z > 2),
et P(| Z |< 1.96).

Solution : En utilisant table 1.

P(Z < 2) = $(2) = 0.977200

P(Z < —1) = ¢(—1) = 1 — $(1) = 0.158700
P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-¢(2)

P(| Z |< 1.96) = P(—1.96 < Z < 1.96) = ¢(1.96) — ¢(—1.96) = ¢(1.96) — [1 — ¢(1.96)]
done P(| Z |< 1.96) = 26(1.96) — 1 = 0.95

Question 15 : Soit Z ~ N (0, 1). Trouver a et b tels que P(Z < a) = 0.582,
P(Z < b) = 0.326.

Solution : En utilisant table 2 ,on obtient

a=0.207 et P(Z < —b)=1—(0.326) = 0.674 — —b = 0.4510 — b = —0.451.

2 on peut écrire

Remarque 3.5. Soit la v.a X suit la loi normale de parametres p et o
X ~ N(u,0%). Et soit Z ~ N(0,1).

Alors £ ~ N(0,1), c’est-a-dire Z = £,

En utilisant ce remarque pour calculer P(X < a), P(X >a), Pla < X <b), ...,
oua etbeR.
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Question 16 : 1) Soit Y ~ N(9,25). Calculer P(Y < 10).
2) Soit X ~ N (3.9). Calculer P(X < 1) P(2< X <5), P(X >0),et P(| X —3|>6).
Solution : En utilisant table 1.

Y -9
1) On sait que Y ~ N (9,25) = = ~ N(0,1), donc :
Y -9 10—9)

P(Y < 10) = P( <) =PZ< 1)y = (L) = 0.579300
2)On sait que X ~ N (3,9) = X3—3 ~ N(0,1), donc :

X-3 1-
P(X <1)=P( ; 3 < ; 3) = P(Z < —0.67) = ¢(—0.67)

=1—¢(0.67) =1 —0.748600 = 0.251400

P2<X<B) = P(EES{X;:"{S;E')

1 2 B X -3 ﬂ—ﬁ)

- P(_E{z{g) P(X>0) = F(—S S
2 1 = P(Z >-1)

= 2(3)-*(-3) = 1-9(-1)

= ®(0,67) — ®(=0,33) = 1-(1-®(1))

= 0,748 600 — 1 + 0,629 300 = &(1)

= 0,377 900. = 0,841 300.

PlX-3>6) = P(-6>X-3>6)
= P(X >0+ P(X < -3)
_ P(X;3}933)+F(X:1—3{—33—3)
= PZ>2+P(Z <=2
= 1-&(2) +®(-2)
= 2(1-®(2)
= 0,045 600,

Question 17 : Soit X ~ N (1,4). Trouver a tel que P(X < a) = 0.95.
Solution : On a X ~N(1,4) = #:1 ~ N(0,1), et en utilisant table 2 ,on obtient

P(X <a)=P(* < %31) = ¢(*52) = 0.95. Donc 251 = 1.644900 et a = 4.289800.

o5
Question 18 : Soit X ~ AN(10,25). Trouver a tel que P(X > a) = 0.95. ( En utilisant table

2.)

3.4.4 L’approximation de la loi binomiale par une loi normale

Soit X ~ B(n, p), alors X ~ N (u,0?) quand n — +00, avec jt = n.p et 0 = n.p.(1 — p).

En pratique, si n > 25, n.p > 5, et n.(1 — p) > 5 alors on peut estimer la loi binomiale
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Solution. Z = £ et en utilisant les tables on obtient

P{xzujzp( > —

g i

a—10
= >
f’(Z'_ 5 )

a—10
= — <
1 P(Z_ 5 )

= 0,95

X -~10 ﬂ—lﬂ)

d'oit P(Z < 221%) = 0,05. En utilisant les tables on obtient

a—10

= —1,644 500

daonc
a=(—1,644 900) x 5 + 10 = 1,775 500.

par la loi normale.

3.4.5 L’approximation de la loi de Poisson par une loi normale

Soit X ~ P()), alors X ~ N (u,0?) quand X est grand, avec = \ et 02 = .
En pratique, si A > 20.
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Table 1.

Table de la fonction de répartition ¢ de la v.a Z ~ N(0,1).

opx)=P(Z <z )et ¢(—x)=1—¢(x)

pour z € [0,3.99]

xl oo0 oooor oo |1 ooes| om |iooos 1 ogs | oo 1 ooos 0
00 | 05000 | 05040 | 05080 | 05120 | 0.6160 | 05199 | 05238 | 06270 | 05319 | 05359
00 | 0518 | 05438 |05478 | 05507 | 05557 | 05596 | 05636 | 05675 | 05714 | 05753
02 | 05793 | 05832 | 05871 | 05000 | 05048 | 05987 | 0E026 | 06064 | DEIDI | 04D
03 | 06179 | 06217 | 06255 | 06293 | 06331 | 06368 | 06406 | 06443 | 06480 | 08517
04 | 06554 | 0BSS1 | 06628 | DE6EL | 0EFD0 | 06736 | 0ETTZ | O.GBOR | 06844 | 06879
05 | 05015 | 06050 | 06085 | 07000 | 00054 | 07088 | 07123 | 00057 | 07060 | 07224
06 | 07257 | o7l | 07324 | 07357 | 07389 | 07422 | 0744 | 07486 | 07517 | 07549
07 | 07580 | o761 [o7edz | 07673 | 077 | o7 | 0774 | ot | n7me3 | 07852
08 | 07831 | O8I0 | 07939 | 0787 | o.7oes | o@023 | 08051 | GBITY | DBIDGE | 0813
09 | 08159 | 08186 | 08212 | 08238 | 0824 | 08289 | 0835 | 08340 | 085 | 05389
0 | 08413 | 0EI38 | 08461 | 08485 | 08508 | 08531 | 08554 | 08677 | 08500 | 08620
11 | 08643 | 08665 | 08685 | 08708 | (L8728 | 08749 | 0ETI0 | DETH | 08I0 | 03830
12 | 08889 | 0gsen | 0BEE® | 08K07 | 08925 | 08944 | 08962 | 08980 | 08997 | 09015
12 | 09032 | o049 | 0006 | 09082 | 08090 | osn1s | o3 | ooomiar | omiez | o917
14 | 0892 | o507 |ogzzz | 08236 | 09251 | 09265 | 05279 | 09202 | 08306 | 09319
5 | 00332 | 00345 | 00357 | 00970 | 00382 | 00390 | 00406 | 00018 | 0,020 | 0840
16 | 04452 | DB | 00474 | 08484 | 00405 | 00505 | 09515 | 09525 | 095315 | 08545
17 | 09554 | 08561 | 08573 | 09582 | 08500 | 09599 | 05608 | 00616 | 08625 | 09633
B | 09681 | 09640 | 09656 | 09684 | 09671 | 09678 | 09686 | 05693 | 09690 | 09708
1o | 09713 | oo7ie |oo7ee | o973z | 09738 | 09744 | 00750 | 09756 | 0.07E1 | 09747
I0 | 00772 | 05776 | 00783 | 00788 | 0.0703 | 00798 | 0.0803 | O.0808 | 0.0812 | 03817
21 | 08821 | nBE2e | 09830 | 09834 | 09838 | 09842 | 09846 | 09850 | 09854 | 09857
22 | 03851 | 05964 | 0.9868 | 09871 | 05875 | 09878 | 09881 | 09884 | 09887 | 09890
23 | ogsez | 00896 |goses | 09900 | 0oed | posos | ogo0n | D800 | peers | o@sis
24 | 08918 | ogsezn | o8z | 09925 | 05927 | 09929 | 05e31 | oge3z | o%e3d | 09938
75 | 0048 | 00M0 | 0841 | 04043 | 0,905 | 09946 | 0008 | 05000 | 0@l | 09952
26 | 09953 | 09955 | 09956 | 09957 | 05959 | 09960 | 05961 | 09962 | 09963 | 09964
27 | 09965 | oooee | 00967 | 09%8 | 05969 | 00070 | osern | ooorr | oser: | ogemd
28 | 08974 | 05975 | 08576 | 08977 | 05977 | 09978 | 05a78 | 05or | ogseso | ogem
29 | 03981 | oSas? | 09983 | 09983 | 05984 | 09984 | 05985 | 05085 | 0%asE | 09988
T0 | 00T | OO0ET [ U0ET | oams | DURE | ogees | DO0ED | DET | DT | 0990
31 | ogem0 | osoan |oossl | ogsel | ogoe2 | ooooz | osese | oooor | osess | ogeez
32 | 03993 | 05993 | 08994 | 08984 | 05954 | 09994 | o05esd | 0ows | osess | 09995
33 | 0995 | 09995 | 09595 | DS99E | 09996 | 09996 | 00995 | 05006 | 09906 | 09997
14 | 09997 | ofoe7 |oowr | ogeer | ofoo7 | 09997 | ogfes? | oooor | ogsess | og0es
35 | 0.0W8 | 00088 | 00008 | 00008 | 00008 | 00008 | 0008 | 00008 | 00908 | 00008
36 | 00m8 | nooss 09998 | omees | osess | o9ee | oooss | 05999 | 08688 | 09999
17 | 09900 | noven | 00099 | 09099 | 09990 | 09909 | 09990 | 09090 [ osesn | o@a00
38 | 09999 | 0909% | 09999 | 09069 | 09090 | 09999 | 09999 | 08000 | 09950 | L0000
38 | L0000 | Loooo | LoDo0 | L0000 | L0000 | L0000 | L0ODO | LOOGO | LOODD | ooo00
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La table donne la valeur de z telle que

Table 2.

P(Z<z)=p&ePZ<—-x)=1-—p

P(Z<z)=p ou Z~N(0,1)etpe][0.50.999]

F o 0,001 0oz | 000 0004 | 0005 | 0006 | 00071 | 0008 0,009
050 | 0o [ 00025 | 00Os0 | 00075 | 00000 | 00125 | 00150 | 00075 | 00200 | 00228
050 | 00251 [ 00erE | oospl | 00326 | 00351 | 00376 | 00400 | 0OM26 | 00451 | 00478
052 | 0Os01 [ 00527 | 0s52 | 00577 | 00602 | DO06ZT | 00652 | D077 | 00702 | 00728
053 | 00753 [ 00778 | 00803 | 00828 | 00853 | DO087E | 00904 | 00929 | 00954 | 00979
054 | BloM [ 00028 | 0055 | 00080 | 00105 | 00130 | 00156 | 0081 | 0026 | 023
055 | D257 | D282 | 00307 | 001332 | 0,1358 | D383 | 00408 | 00434 | 0,450 | 004
056 | B0 | 01535 | OUSED | 00588 | 00E1D | 00637 | 00882 | 00687 | 01713 | pa738
057 | DITE4 | DI7ES | DUEIS | 00840 | 00866 | 00891 | 00907 | 00942 | 01968 | 0,195
058 | 02019 [ 02045 | 02070 | 02096 | 02121 | D2ZMT | 02173 | 02188 | 02224 | p2250
050 | 02275 | 02300 | 02327 | 02353 | 02970 | 02404 | 02430 | 02456 | 02482 | 02508
050 | BZ5H | 02550 | 02385 | 02611 | 02637 | D.2663 | 02689 | 02715 | 02041 | 02167
061 | B2793 | 02819 | 02845 | 02872 | 02898 | 02924 | 02050 | 02976 | 03002 | 03029
052 | BI0S5 | 0081 | 03107 | 0313 | 03160 | 03186 | 03213 | 03239 | 03266 | 03292
052 | B30 | 0335 | 03272 | 03108 | 02425 | 03451 | 01478 | 03504 | 03530 | 03358
0,64 03385 | 03611 | 03638 | 03665 | 03602 | 03710 | 03745 | DITTE | 03709 | 02382
[ L] 0,3853 | 03880 | 0007 | 03034 | 03961 | 0390 | 04006 | 04043 | 04000 LT
066 | 04125 | 04152 | DAITY | 04207 | 04234 | 04262 | 04289 | 04316 | 04344 | 04372
067 | 04390 [ 04427 | 04454 | 04482 | 04510 | 04538 | 04565 | 04503 | 04621 | 04849
068 | O4BTT | 04705 | 04733 | 04761 | 04789 | O4817 | 04845 | 04874 | 042 | 04930
069 | 04959 | 04987 | 05015 | 05044 | 05072 | D510 | 05129 | 05158 | 05187 | 05215
070 | D244 | 05273 | D502 | 05330 | 05358 | D538 | 05407 | 05486 | 0,576 | 05505
071 | ®55M [ 05563 | 5562 | 05622 | 05651 | 05680 | 05710 | 0571 | 05760 | 0579
g7z | 5828 | 05858 | O.58EE | 05018 | 058 | 05978 | 05008 | 06038 | 06068 | 06008
g7z | DEIZA | 0G1sE | DEIEY | O6ZI9 | 06250 | 06280 | 0G3D | 06341 | 06372 | 06402
074 | ME4M | OB4ES | DEDS | 06526 | 06557 | O.6SER | 05620 | DLBESL | 08REZ | DETI
075 | G145 | DEI7R | DEe0d | 06840 | OGE7] | D6003 | 06035 | D.6967 | 0,600 | Dol
076 | DI0EI [ 07095 | 07127 | 07160 | 07192 | 07225 | 07257 | 0720 | 07323 | 0735
077 | 07389 | 07421 | 07454 | 07488 | 07521 | ngssd | 07587 | 0721 | 07655 | 0.7688
078 | 07722 [ 07756 | 0TS0 | 07824 | 07858 | D7ES2 | 07926 | 7961 | 07WS | 08030
079 | DAOR4 [ 080% | DEIM | og169 | 08204 | 08230 | 08274 | 08309 | 08345 | 08381
030 | OEIIG | 0BI52 | 08488 | 08524 | 0A560 | DB5S05 | 08632 | 08660 | 0&M06 | LATAZ
081 | DETTY | 0BSI6 | 08853 | 08890 | 08927 | 08985 | 09002 | 09040 | 09078 | 09116
082 | 00054 | 00052 | 00230 | 09269 | 09307 | 08346 | 09385 | 024 | 09463 | 00502
083 | 09542 [ 08581 | 0621 | 09661 | 09701 | DST41 | 09782 | 005822 | 09863 | 09904
084 | 0945 [ 08986 | 10027 | L0069 | 10010 | L0152 | 100194 | L0236 | 10279 | 10322
085 | L03ed | Loa07 | Lods) | LOA9E | 10537 | LOGEl | 10625 | LGS | LOTIA | L0758
086 | L0s03 | Los4s | posss | L0WI9 | L0885 [ L1031 [ L1077 [ L1z3 | oLudo oLz
087 | rCized | viann | tiase | L1407 | L0455 | LISO4 | 1552 | LI60L | 1651 | L1700
o8 | timso | tisoo | pisse | 1% | L1852 | LEood [ 12085 | LZOT | LzisD | 12212
0489 12265 1.2319 17372 1.2426 12481 1.2536 1.2591 12646 1,2702 12759
000 | LZalf | L.2ai3 | L2990 | L2988 | 13047 | L3I0G | L3065 | L3225 | 13285 | L3346
031 | 13408 | LME0 | 13532 | 1305 | L3658 | D372 | L3TET | 13ss2 | L3RBT | 13084
092 | 14051 | LALIA | LAIET | 14255 | 14325 | 14395 | L4466 | 14538 | 14611 | 14684
083 | 14758 | 14833 | 14909 | 14985 | L5063 | 151 | 15220 | L5300 | 15382 | L5464
094 | 15548 | 15632 | L5718 | 15805 | 15893 | 15982 | 160731 | LGIG4 | LG25E | 16352
0495 15440 LES46 15646 | BT4T 16850 LEDSA 17060 1.7T169 17279 17152
oo | 17s07 | 17e2s | 177as | i7ees | L7991 | 1819 | Us2s0 | 1sess | 1ssz2 | 18sR3
047 188048 18957 15010 1 9268 19431 1,560 19774 19454 2,0141 20335
go8 | zosaw | Zovan | woses | zizon | 20444 | E2IT00L | Zaa73 [ 222R2 [ 23571 | 2200
099 | 23264 | 23856 | zaosy | za4s7n | 25121 | 25758 | 26521 | 27478 | 28782 [ 30002

Note : Si p < 0.5, alors il suffit d’utiliser cette relation
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Fonctions caractéristiques

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire a plusieurs applications importantes
en informatique, ou elle permet de simplifier 'analyse et la manipulation des distributions
de probabilités dans des systemes complexes. Voici les principaux domaines d’application :

Apprentissage automatique et intelligence artificielle

Traitement du signal et de I'image ;

Files d’attente et modélisation des systemes de services ;

Analyse de performance des algorithmes ;

Cryptographie et sécurité; ...

4.1 Définition

On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire X la fonction ¢px : R — C
définie par :
VEER, ox(t) = E(e"Y)
oll 7 est la partie imaginaire qui vérifie i? = 1.
La fonction @x(t) existe et est bien définie sur R car elle est borné (propriété 2).

Cas discret
E(eitX> — Z eit:(: P(X — 33)

Cas continu : si X admet une desité de probabilité alors,

E(e™) :/R e fx(x) dx
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4.2 Quelques propriétés d’une fonction caractéristique

1. px(0) =1, car:
ex(0) = BE(¢OX) = E(1) = 1.
2. VteR, |px(t)|<1, car:
| ox(t) = E(e™) |< E(| e [) = B(1) =1
et
| € |=| cos(tx) + i sin(tx) |= \/COSQ(tx) + sin?(tx) = 1.

3.Vt € R, px(—t) = px(t),

ol Z est le conjugué du nombre complexe z.

4. Ya,b € R, @uxip(t) = e ox(at),Vt € R
car poxip(t) = E<ez’t(aX+b)) _ E(e“ax % eitb) _ E(ez‘mX) E(ez’tb) — ¢ith ox(at)

5. Soient X et Y deux variables aléatoire indépendantes. Alors
ex+v(t) = ex(t) oy (t)

car px4y(t) = E(eit(X-i-Y)) _ E<€itX eitY) _ E<eitX) E<eitY> = ox(t) oy (t).

4.3 Quelques exemples

Chaque loi de probabilité a une fonction caractéristique unique, ce qui permet d’identifier
les distributions en connaissant leur fonction caractéristique.

Cas discret

Loi de probabilité Fonction caractéristéque

Bernouli X ~ B(p) ox(t)=1—p+pe)

Binomiale X ~ B(n,p) | ¢x(t) = (1 —p —|—pe“)n

Poisson X ~ P(\) ox(t) = e (e'~1)

it
, LI :
Géométrique X ~ G(p) | ox(t) = 1—(11—]9)6“
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Cas continu

Loi de probabilité

Fonction caractéristéque

eitb I eita
Uniforme X ~ Z/{([G, b]) (bX(t) = m
nt
Cas particulier : sia=—letb=1 ox(t) = %
: A
Exponentielle X ~ E(\) ox(t) = "
—1
Normale centrée réduite X ~ N (0, 1) ox(t) = e

Normale (ou gaussienne)X ~ N(u, o0?)

4.4 Exercices

Exercice 01 (files d’attente)

1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre .

Trouver sa fonction caractéristique.

2. Un serveur web recoit des demandes de facon aléatoire, chaque demande prend un

certain temps pour étre traitée. Supposons que T; représente le temps de traitement

de demande i, tel que T; suit la loi exponentielle de parameétre A, et le temps moyen

de traitemet d’'une demande est 0.5 minutes. Soit T  le temps total de traitement de

n demandes. Trouver la fonction caractéristique de 7.

3. En déduire la loi de T'.

4. Calculer la probabilité que le temps total de traitement de 3 demandes est 1.5 minutes.

5. Calculer la probabilité que les trois demandes soient traitées en moins de 1.5 minutes.
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Exercice 02 (Bruit gaussien dans la transmission de données)

1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale de paramétres p et 2. Trouver

la fonction caractéristique de X.

2. Supposons que dans un systeme de communication sans fil, un signal est transmis
plusieurs fois pour renforcer la fiabilité de la tranmission. Chaque fois quun signal
est transmis, il est affecté par un bruit gaussien.

Soient X1, X5, et X3 trois v.a représentant les bruits ajoutés au signal lors de chaque
tranmission. On suppose que X; ~ N (0,1), (i =1,2,3).
Si le bruit total S est la somme de trois bruits X, X5, et X3. Trouver la fonction

caractéristique de S.

3. En déduire la loi de S. Interpréter ce résultat.

Solution

1. On a X ~ N (p,0?). Alors la fonction caractéristique de X est donnée par :

2,2

Ox(t) = et e 5
2. Soit X; une v.a représente le bruit , tel que X; ~ N(0,1), i = 1,2, 3. Donc la fonction
2
caractéristique de X; est donnée par : ¢x,(t) = e 7.
D’autre part, soit S =Y X; = X7 + X5 + X3 le bruit total. Alors sa fonction carac-

téristique est :

Ps(t) = E(eits) = E(eit(X1+X2+X3)> = E'(e“x1 x X2 % eitXi”)
— E(eitXl) % E(eitXZ) % E(eith)
= 9xi(t) X 9x,(F) X 9, (1)

2 2 2
= e 2 Xe 2 Xe 2

g2 20

= 37 = (it e 2

tels que : =0 et 02 = 3.

3. La loi de S est la loi normale de moyenne 0 et de variance 3.

Interprétation : la somme de bruits gaussiens reste un bruit gaussien. En général, si

X ~ N(p1,0%) et Y ~ N(pg,03) alors X +Y ~ N (uq + pg, 03 + 03).
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Exercice 03 (modéle de comptages : nombre de requétes sur un

serveur)

1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre A (ou A est le
nombre moyen d’événements qui se produisent dans une période donnée).

Trouver la fonction caractéristique de X.

2. Considérons un serveur qui regoit en moyenne trois requétes par minute pour traiter
des données. Soient X; le nombre de requétes regues par le serveur pendant la minute
i,i=1,...,n,et N =", X, lasomme (le nomre total) de requétes regues pendant
n minutes.

Trouver la fonction caractéristique de N.
3. En déduire la loi de la somme de N. Interpréter ce résultat.
4. Calculer la probabilité que le serveur recoive 10 requétes en 5 minutes.

Autre exemple de modele de comptages : nombre d’erreurs de transmission dans un réseau.

Solution

1. On a X ~ P()\). Alors la fonction caractéristique de X est donnée par :
ox(t) = MY

2. Soit X; une v.a représente le nombre de requétes regues par le serveur pendant la
minute i, tel que X; ~ P(N), i =1,...,n.
D’autre part, soit N = > X; = X; + ... + X, le le nomre total de requétes recues

pendant n minutes. Alors sa fonction caractéristique est :

¢N(t) _ E(ez‘tN) _ E(eit(X1+...+Xn)) _ E(eitXl % % eitXn)
= BE("™) x ... x B(e"¥n)
= ox, (1) X ... X ¢x, (1)

it _ it_
e)\(e Alet—1)

Dx ... xe

it_
671,)\(6 1)

3. La loi de N est la loi de Poisson de parametre n .
Interprétation : la somme de Poissons reste un Poisson. En général, si X ~ P(\;) et

Y ~P(Ay) alors X +Y ~ P(A + Ag).
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Exercice 04 (nombre de requétes sur un serveur)

Un serveur web recoit des requétes en moyenne 2.1 par seconde.

1. Calculer la probabilité que ce serveur recoive 2 requétes dans une période de 3 se-

condes.
2. Calculer la probabilité que ce serveur ne recoive aucune requéte durant 3 secondes.

Solution

Soit X; le nombre de requétes regues par le serveur pendant la seconde 7, tel que
Xi~PA=21),i=1,...,n.

D’autre part, soit N =3 X; = X; +... + X, le le nomre total de requétes regues pendant n
secondes. D’apres l'exercice 03, on a N ~ P(n \). La loi de probabilité de N est :

k
P(N=k)= ("]_j')e—w . k=0,1,2,...

1. P(N=k) telsque: k=2n=3X=21.
2. P(N=k)telsque: k=0,n=3X=2.1.
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Vecteurs aléatoires gaussiens

Un vecteur gaussien, qui est un vecteur de variables aléatoires suivant une distribution
normale multivariée, a de nombreuses applications en informatique, notamment dans les
domaines suivants :

* Apprentissage automatique et intelligence artificielle (ACP, MMG, ...),

* Traitement du signal et vision par ordinateur,

* Cryptographie et sécurité informatique (LWE),

* Optimisation et simulation numérique (CMA-EA),

* Télécommunications et réseaux (modélisation du bruit, MIMO),

* Finance quantitative et séries temporelles, ...

5.1 Covariance et coeflicient de corrélation

Définition : soient X et Y deux variables aléatoires. La covariance de X et Y est définie

comie suite :

cov(X,Y) = E(XY) — E(X).E(Y)

Remarque : cov(X, X) = E(XX) — E(X).E(X) =var(X)
Propriétés :
1. cov(X,Y) = cov(Y, X)

2. Sia,b,c, et d sont des constantes, alors :

cov(aX + b,cY +d) = accov(X,Y)
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cov(aX +b,cY +d) = E((aX +b).(cY + d)) — E(aX +b).E(cY +d)

= E(acXY +adX +beY +bd) — (aBE(X)+b).(cE(Y) + d)
= acE(XY)4adE(X)+bcE(Y)+bd — acE(X).E(Y)—adE(X)—bcE(Y)—bd = accov(X,Y)

3. Si X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors cov(X,Y) = 0.

Exercice 01 :

Soient X ~ N(0,22) et Y ~ N (1,3%) et X est indépendante de Y.
1. Calculer E(U) et var(U),telle que U = X +2Y.
2. Calculer E(V) et var(V),telle que V=X —Y.
3. Calculer cov(U, V).

Exercice 02 :

Soient X et Y deux variables aléatoires telles que :
E(X)=2, EY)=3, var(X) =4, var(Y)=9, et E(XY)=12

1. Calculer cov(3X —2,5Y +4).
2. Vérifier si X et Y sont indépendantes.

Définition : soient X et Y deux variables aléatoires. Le coefficient de corrélation linéaire

de X et Y est défini comme suit :

cov(X,Y)

Ox X Oy

p(X, Y) =

Remarques :
1. -1 <p(X,Y) <1

2. Si p(X,Y) est proche de 1 ou -1 alors il existe une liaison linéaire tres forte entre X

et Y.
3. Si p(X,Y) est proche de 0 alors il existe une liaison linéaire tres faible entre X et Y.
Propriétés :

L p(X.Y) = plY. X)
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2. Sia,b,c, et d sont des nombres réels positifs, alors :
plaX +b,cY +d) = p(X,Y)

car,

X +b,cY +d . XY
(X +b,cY +d) = cov(aX +b,cY +d) _ac cov(X,Y) (XY
var(aX +b) x y/var(cY +d) @0x X COy

3. Si X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors p(X,Y") = 0.

Exercice 03 :

Soient X et Y deux variables aléatoires telles que :
E(X)=5, EYY)=-1, var(X) =16, var(Y) =25, et E(XY)=-14

1. Calculer cov(2X + 3, =Y +4), et déterminer p(2X + 3, —Y +4)
2. Si Z =2X —3Y, calculer E(Z) et var(Z).

*Revoir I'exercice 01 série 05.

5.2 Définition d’un vecteur gaussien

Soit (€2;.A, P) un espace probabilisé.
Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires définies sur (R, B(R)).
On dit que le vecteur X = (X;...X,,)" est gaussien si toute combinaison linéaire de ses
composantes est une variable aléatoire réelle gaussienne. On peut écrire : Dans ce cas, X un

vecteur gaussien de moyenne px et de matrice de covariance Yy, tels que :

aipr a2 ... QAip
25¢]
. a21 A29 ... QA9p
px = : et Mx =
Hx,
Ap1 Ap2 ... Qpp

tel que : pux, = E(X;), ai; =vary, et a;; = cov(X;, X;).
On peut écrire : X ~ N, (ux, Xx).
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Exemple 01

Soit X = (X; Xy X3)! un vecteur gaussien de moyenne px = (1 0 2)" et de matrice de

covariance :

2 0 -1
Yx = 0 3 =2
-1 =2 4

cest-a-dire : E(X1) = pux, =1, E(X3)=px, =0, E(X3)=pux, =2;
0%, = var(Xy) = cov(Xy, X;) =2
0%, = var(Xs) = cov(Xs, X3) = 3
0%, = var(Xs) = cov(X3, X3) = 4
cov(Xq,Xo) =0, cov(Xy,X3)=—1, cov(Xy, X3)=—2;

Y
9
Y

Remarques

1. Si X = (X;...X,,)" un vecteur gaussien de moyenne pux et de matrice de covariance
Yx, alors les variables aléatoires X; (i = 1,...,n) sont des variables gaussiennes de
moyenne /iy, et de variance 0%, = var(X;) = cov(X;, X;).

2. Soient X et Y deux variables aléatoires gaussiennes et cov(X,Y) =0, alors X et YV’

sont des variables indépendantes.

3. Si les variables aléatoires X; (i = 1,...,n) sont des variables gaussiennes et indépen-
dantes, alors X = (X7 ... X,,)" un vecteur gaussien de moyenne px et de matrice de

covariance Xy, tels que :

o, 0 ... 0

X
' 0 o% ... 0
x, ' '
* 0 0 .. o

4. Une combinaison linéaire de variables aléatoires gaussiennes indépendantes est une
variable aléatoire gaussienne.
Exemple : Soient X; ~ N (py,0%) et Xy ~ N(uz,03). On suppose que X; est
indépendante de X, alors Y = aX; +0Xy ~ N(uy,o%), avec

fy = apy +buy et oy = a® o} +b% 05
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5.3 Loi d’un vecteur gaussien

Soit X = (X; ... X,,)" un vecteur gaussien de moyenne px et de matrice de covariance
Y x, on peut écrire X ~ N, (ux,Xx).
On définit un nouvel vecteur Y = A X + B, telles que
A est une matrice de m lignes et n colonnes (A € M,,x,), et
B est une matrice de m lignes et une colonne(B € M,,,«1),

alors Y est un vecteur gaussien de moyenne uy et de matrice de covariance y. De plus :

My = A/JX + B et Ey: AZXAt

Exemple 02 (m = 1)

Soit X ~ N,—3(ux,Xx) tels que :

0 2 1 0
Bx = 1 et Yx=|1 3 -1
—1 0 -1 4

On définit la variable aléatoire ¥ = X; — 2X5 4+ X3, d’apres la définition d'un vecteur
gaussien, la variable Y est une v.a gaussienne de moyenne jy et de variance 0% car elle est

une combinaison linéaire de composants du vecteur X. De plus :
Y:X1—2X2+X3:AXX:(1 —2 1)X(X1X2X3>t

px = Apx = (1 =2 1)x (01 -1 = -3 et oy = AXx A" = .. (calculer)

Exemple 03 (m > 1)
Soit X ~ N,—2(px,Xx) tels que :

1 4 2
tx = et ZXI
2 2 3

On définit le vecteur aléatoire Y comme suit

2X; —Xo+3
Xo+1

Yy —
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On remaeque que :

2 -1 X 3
Y=AX + B= X +
0 1 X, 1

D’apres le théoreme précédent, le vecteur Y est un vecteur gaussien de moyenne py et de

matrice de covariance Xy. De plus :

2 —1 1 3
y = Apuxy + B= X + = ... (calculer)
0 1 2 1
et
(2 -1 42 2 0
Yy =AXx A" = X X = ... (calculer)
0 1 2 3 -1 1
Exemple 04 (m > 1)
Soit X ~ N,—4(px,Xx) tels que :
3 21 01
—2 1 101
Hx = et Xy =
1 0 01 0
4 1 10 2

On définit le vecteur aléatoire Y comme suit

X — X5

Y: 4X2+X3

Xy — X5

On remarque que :

X1

1 =10 0
X

Y=AX =10 4 1 0 |Xx

X3

0 -1 0 1
X4

D’apres le théoreme précédent, le vecteur Y est un vecteur gaussien de moyenne puy et de

matrice de covariance Xy . De plus :
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3
1 -1 0 0 5
puy =Aux =0 4 1 0 | x ) = ... € M3y (calculer)
0 -1 0 1
4
et
21 01 1 0 0
1 -1 00
t 1101 ~1 4 -1
Sy =AYy A'=|0 4 1 0 [x X = .... € M3y3(calculer)
0 010 0O 1 0
0 -1 0 1
1 1 0 2 0 0 1

Cas particulier

Soit X = (X; ... X,,)" un vecteur gaussien de moyenne px et de matrice de covariance
Yx, on peut écrire X ~ N, (ux, Xx).
La loi du vecteur Y = (X7 ... Xj)!, tel que k < n, est un vecteur gaussien de moyenne py

et de matrice de cavariance Yy, avec

0%, cov(X1, X3) ... cov(Xy, Xy)
. cov(Xa, X1) 0%, .. cov(Xo, Xy)
Ux = et Yx = . .
Hi ' 2
cov(Xg, X1) cov(Xy, Xo) ... 0%,
Exemple 05
Soit X ~ N,—4(pux, Xx) tels que :
3 2 -1 0 —2
-2 -1 1 =3 0.5
Hx = et ZX =
1 0o -3 3 =05
4 -2 05 -05 4

1) Le vecteur aléatoire Y = (X; Xy X3)' est un vecteur gaussien de moyenne puy et de

matrice de covariance Xy . De plus :
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3 2 -1 0
Ux = —2 et EY == —1 1 —3
1 0o -3 3

2) Le vecteur aléatoire Z = (X; Xy Xy)" est un vecteur gaussien de moyenne uy et de

matrice de covariance X z. De plus :

3 2 -1 -2
uz=1 -2 e = -1 1 05
4 —2 05 4

3) Le vecteur aléatoire W = (X, X4)" est un vecteur gaussien de moyenne uy et de

matrice de covariance Xy . De plus :

2
Hw = et ZW:



Chapitre 6

Estimation paramétrique et intervalle

de confiance

Idée d’estimation
Estimer un parametre définie sur une population (’espérance pu, 1’écart-type o,
proportion p,...) a partir d’observations réalisées 1, .., x,, sur un échantillon de

cette population.

Ona n individus donc

Fopulation, taille N, v.a X

Ona n variables

Espérance p

Echantillon, n

- 2 Aléatoires:
Variance o

T, 5%,..

Proportion p
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6.1 Estimation ponctuelle

6.2 Estimation par intervalle de confiance
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