Chapitre 3

Fonctions caractéristiques

3.1 Transformé de Fourier d’une mesure bornée

Définition 3.1. Soient © = (x1,...,x,)" et y = (y1, ..., yn)" deux éléments de R". Le produit
scalaire usuel de x et y est donné par :

<X,y >=2T1Y1 + ... T TpYn.

Définition 3.2. Soit (2, A,IP) un espace de probabilité et les variables aléatoires considérées
sont supposées définies sur cet espace. (R™,B(R")) est un espace mesurable ott R™ est muni
de la tribu de Borel B(R™). Une variable aléatoire X a valeurs complexes est une application
mesurable de la forme

X =X +iXy

pour deux variables aléatoires réelles X, et X, appelées partie réelle et partie imaginaire de X
respectivement.

Définition 3.3. On dit qu'une variable aléatoire complexe X est intégrable si les v.a.r. X; et X,
sont intégrables. Dans ce cas l'espérance de X est alors définie par :

E(X) = E(X)) + iE(X,).

Définition 3.4. Transformée de Fourier d’une mesure bornée. Soit ;. une mesure bornée sur
R™ muni de sa mesure borélienne 1. On appelle transformée de Fourier de y I'application [i de
R™ dans C définie par :

Vi e R": a(t) = / e <" u(dz).

Remarque 3.1.1. La transformée de Fourier d’une mesure bornée est bien définie étant donné
que

Vit e R": / | <% | pu(dr) < u(R™) < oo.
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De plus, si la mesure bornée jv admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R",
alors

Ve R : ji(t) — / <5 f () da.

n

On définit alors la fonction caractéristique d’une variable aléatoire a partir de la transformée de
Fourier de sa densité.

3.2 Fonctions caractéristiques d’un vecteur aléatoire

Définition 3.5. Fonction caractéristique. Soit X un vecteur aléatoire de R™. On appelle fonc-
tion caractéristique de X et on note ¢x la transformée de Fourier de sa loi Py c’est-a- dire la
fonction vectorielle et a valeurs complexes définie par :

b R* — C
o t = fpn € <" dPx.

La loi d'une variable aléatoire étant par construction une mesure de probabilité, ¢ x existe pour
toute variable aléatoire X. De plus, d'apres le théoreme de transfert x(t) = E [¢'<¥>] =

E [eiZ};ltjxj} — [ et'® fy(z)dz.

—00

Définition 3.6. La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire discret X de loi Px est donnée
par :

¢X(t> =E [€i<X’t>] = Zeitlpr(Xj = ZL'])
J

Exemple 3.2.1. Soit X une v.a. unidimensionnelle suivant une loi géométrique G(p) avec p €
10, 1[. Calculons sa fonction caractéristique.

VieR:¢x(t) = Zp(l — p)Ftelth
k=1

k=1
p _(=pe" _ pe

l—p1—(1-plet 1—(1-—p)et

Exemple 3.2.2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle Exp(\) de parametre

A e Ry

it

VieR:ox(t) = / e el g
0

A
A —it
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Théoréeme 3.2.1. Soit X = (X1, Xo, ..., X,,)" un vecteur aléatoire a valeurs dans R". La fonc-
tion caractéristique ¢x de X vérifie les propriétes suivantes :

D) Yu e R": | ox(u) |< ¢x(0) = 1011 0 est le vecteur nul de R";

(ii) Vj S {O, ]_, ,n} et VU]‘ eR: ¢Xj(uj) = ¢X(0; -y Uy, 70)

(iv) SionposeY = AX + bou A est une matrice p x n et b un vecteur de R on a, pour tout u
dans RP :

¢y(u) — €i<u’b>¢x(Atu),

ont A" est la matrice transposée de A.

Démonstration. (i) On a

|¢X(U)‘ —_ |/ei<u,m>d]P>X |§ / | 6i<u,yc> | dPX
_ /dPX(x):l

»x(0) = 1.

et

(ii) Par définition, ona:
dx(0) = (0, ..., uj, ..., 0) = E(e"™) = oy, (uy).
(iii) On peut écrire :
px(—u) = E(e<%X>) =E (¢7i<wX>)
. <€z’<u,X>> —E (e <o%>) = gx(a).

(iv) Ona
¢Y(U) = F (ei<u,Y>) —E (ei<u,AX>+i<u,b>)

— €i<u,b>E <6i<A’u,X>> — €i<u’b>¢X<A/u).

Théoreme 3.2.2. Une famille (X;);—1. ., constitue une famille de v.a.r. indépendantes si et
seulement si, pour tout u = (uy, ...,u,) € R", ona:
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Démonstration. On a
Bu) = B[ Z5%] = B [ 5 x eno]

D’autre parts, si X, L Xo L ... L X, alors on a hy(X,) L hao(Xa) L ... L h,(X,)avec
hi(X;) = €4, ce qui implique le résultat

E [hy(X1).hn (Xn)] = E [hy (X7)] - B [ (X)) -

On obtient donc
E [emiXt _einXo] = F [ehiXi] | [¢n 0]

c’est-a-dire

Exercice 3.2.3. Quelle est I’expression de la fonction caractéristique pour
Y = X5 + Xo + ... + X, si les variables X, Xs, ..., X,, sont indépendantes et identiquement
distribuées (iid) ?

Solution. Ona : | |
¢Y(U) = E(equ) —E [ezu(Xl-ﬁ-Xz—&—...-i—Xn)} ‘

Puisque X1 L X, L ... L X, onaE[¢"% x .. x "] = E [¢"*] E [e™*"], on peut
donc écrire gy (u) = ¢x, (u) X ... X ¢x, (u). Puisque les variables sont identiquement distribuées,
leur fonction caractéristique et identique et I'onbtient

oy (u) = [px, (u)]".

3.3 Moments et fonction caractéristique

Moments de variables aléatoires réelles

Définition 3.7. (Espace L”). Soit p un réel tel que 1 < p < oo. On dit qu’une variable aléatoire
X appartient a I'espace LP(2, A, P) si elle est de puissance p-intégrable, i.e. si

E|X |P< 0.

La norme sur sur LP(Q, A, P) est :

X =B X ) = ([ 1P aex)”

Définition 3.8. Pour une variable aléatoire X dans LP(Q2, A, P) , on appelle
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e Moment d’ordre p le réel : EX?.
e Moment absolu d’ordre p le réel : E | X |P.
e Moment centré d’ordre p le réel : E((X — EX)P).

Théoreme 3.3.1. (Inégalité de Holder). Pour tous réels p et q tels quep > 1, q¢ > letl/p+
1/q = 1 et toutes v.a.X et Y respectivement dans LP (2, A, P) et L9(Q2, A,P), ona

XY <[ Xl Y flg -

Théoreme 3.3.2. (Inégalité de Minkowski). Pour tous réels p et q tels quep > 1, ¢ > 1 et
1/p+1/q = 1et toutes v.a.X et'Y respectivement dans LP(Q), A,P) et L1(Q2, A,P), on a

X+ Y < Xl + 1Yl -

Définition 3.9. (Espace L?) L'inégalité de Holder, vue précédemment, appliquée pour p = q =
2 est souvent appelée inégalité de Schwartz.

Proposition 3.3.3. Soit X et Y deux v.a.r. dans L. On a
X +Y < X [l2f Y fl2 -

Définition 3.10. (Normes usuelles sur R™ )

=

e Pour tout x = (1, ...,x,) € R, p €]0,00[: z = z |l[,= O iy | i |P)
e Pour tout v = (1, ...,x,) € R", p €]0,00[: x || = ||oo=sup; | z; | .
e Pour tout x = (xq,...,x,) € R", onnote || z ||1=| z1 | +..4 | x| . Norme L'

Théoréme 3.3.4. Soit X = (X, Xs, ..., X,,)" un vecteur aléatoire. Si | X ||x admet une
espérance finie pour k € N*, alors ¢x est k fois continilment différentiable et on a :

" ox

duj, ....0u;, (u) = PRI X X5, 077, 3.1)

pour tout u = (uq, ..., u,)" € R™ et tout entiers ji, ..., ji distincts choisis dans {1,2, ..., k}. En
particulier, on a

0 x

anl v .ank

(0) = i"E[X;, X},... X, ] (3.2)

Application

Calcul des moments E(X,...X,,) en fonction des dérivées de ¢x en 0. Par exemple, si X est a
valeurs réelles et de carré intégrable, on a

E(X) = idx (0); E(X?) = —¢%(0).
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3.4 Fonction génératrice

Définition 3.11. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice
de X et on note G'x la fonction définie sur le disque unité du plan complexe par :

Vul<1,Gx(u) =E@®) =) u"P(X =n).
On note que '
Gx (1) =1 et ¢x(u) =Gx(e™).

Proposition 3.4.1. 1. La fonction génératrice G x est continue sur son domaine de définition
et est de classe C' sur le domaine (|u| < 1).

2. La fonction génératrice G x caractérise la loi Px. Soit pour tout n € N
L)
P(X =n) = EGX (0).

3. La fonction génératrice G x admet une dérivée a gauche en 1 G'y (1) si et seulement si E(X)
existe et est fini. Dans ce cas
E(X) = G'x(1).

4. Plus généralement, la fonction génératrice G x admet une dérivée a gauche d’ordre r(r €
N*) en 1 ssi le moment factoriel d’ordre r existe et est fini. Dans ce cas :

E(X(X—-1).(X-r+1)=GY.
En particulier
E(X(X —1)) = G%(1), V(X) = G (1) + Gx(1) — (G (1)

5. Soit X1, Xs, ..., X, des v.a entieres indépendantes. On pose

-
k=1

Alors .
V| ul<1,Gs,(u) =[] Gx. ().
k=1
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3.4.1 Fonction génératrice des moments

Définition 3.12. Soit X une variable aléatoire réelle. On considere la fonction de variable réelle
u

gx(u) = E(e"*),u € R.

Si gx est définie dans un voisinage ouvert de l'origine, elle est appelée fonction génératrice des
moments de X.
Proposition 3.4.2. Soit X une v.a de fonction génératrice des moments gx.

1. La fonction gx est convexe et caractérise la loi de X.

2. Pour tous réels a et b, on a

Jax+b(u) = ebugx((w)-
En particulier si la loi de X est symétrique alors gx est paire.

3. Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires indépendantes de fonctions génératrices des
moments gx et gy respectivement. Alors la somme X + Y admet une fonction génératrice
des moments et

gx+y = gx 9y

Théoreme 3.4.3. [9] Soit X une v.a de fonction génératrice des moments gx. On suppose que
gx est définie sur un intervalle ouvert I centré en 0. Alors
1. Pour toutr > 1
E(X") < 0o g{(0) = E(X").

2. Pour toutuw € I .
u ™
gx(u) =1 +ZHE(X ).

r>1
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