Chapitre 3 Fonction caractéristique

= LN

Déterminer la loi du vecteur X,,.
Les variables aléatoires R,,, V,, et B,, sont-elles indépendantes ?
Calculer G, la fonction génératrice du vecteur X,.

Soit NV une variable aléatoire discrete indépendante de la suite (X,,)n > 1.
On pose
Ry=R,,VNx=V, et By=DB, st N=n.

a. Utiliser le résultat de la premiére question et la loi de la variable aléatoire N
pour calculer la loi du vecteur Xy = (Ry, Vy, By).

b. Montrer que les composantes de X sont indépendantes dans le cas o1 V suit
une loi de Poisson.

¢. On désigne par Gy la fonction génératrice de la variable N : Calculer la fonction
génératrice Gxn du veteur Xy en fonction de G. Retrouver alors le résultat
de la question précédente.
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Chapitre 4

Vecteur aléatoire gaussien (normal)

Les vecteurs gaussiens sont associés aux lois gaussiennes multivariées, et de ce fait
jouent un role important en probabilités et en statistique. Ils apparaissent naturellement
comme des objets limites et serviront en particulier dans le prochain chapitre.

4.1 Vecteur aléatoire gaussien

Définition 4.1. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R" est un vecteur gaussien si et
seulement si toute combinaison linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire
gaussienne i.e. VA € R”, 377 | \; X; suit une loi gaussienne.

Puisque la loi du vecteur aléatoire gaussien X est totalement déterminée par la
donnée du vecteur espérance . et de la matrice de covariance X x, on écrit X ~ N (ux, Xx)
et on dira que X suit la loi gaussienne NV (p1x, Xx).

Remarque 4.1.1.

e Siles composantes X; sont des variables aléatoires gaussienne indépendantes, le vec-
teur X est gaussien .

e Siles composantes X; sont de loi gaussienne mais pas indépendantes, il se peut que
X ne soit pas un vecteur gaussien. Prenons par exemple X; de loi N(0,1), et

X, — X1 St |X1 ‘é 1
2T =X, stnon.

Alors Xy ~ N(0,1), mais X = (X, X3) n’est pas un vecteur gaussien, puisque 0 <
P(X; + X, = 0) < 1 (donc X; + X, ne suit pas une loi normale).

Proposition 4.1.1. Soit un espace probabilisé (X2, A, P). Tout vecteur aléatoire gaussien X ~
N (p, X) de dimension n a valeurs dans R™ vérifie les propriétés suivantes :
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

1. Chaque composante de X est une variable aléatoire gaussienne appartenant a L*(Q, A, P);
2. Le vecteur aléatoire X est intégrable et B(X) = pux = (f1, ., fn)";
3. Le vecteur aléatoire X admet une matrice de covariance Xx = X..

Proposition 4.1.2. Soient ;1 € R" et ¥ € M,,,, une matrice symétrique positive. Il existe
alors un vecteur gaussien X de vecteur moyenne ;1 x et de matrice de covariance X x.

Démonstration. Soit Z = (74, ..., Z,) un vecteur de variables aléatoires réelles i.i.d. de
loi MV (0,1).
e 7 est un vecteur gaussien de vecteur moyenne ;i = 0,, et de matrice de covariance
Yy =1,
e ¥ étant symétrique positive, il existe B € M,,,, symétrique telle que ¥ = B>.
Posons X = BZ + p.
e X est un vecteur gaussien de moyenne et de matrice de covariance respectives

px = Bz +p=p;Xx = BLzB' = B> = 3.

Exemple 4.1.1. Montrer qu’il existe un vecteur gaussien de matrice de covariance et de vecteur
moyenne
1 2 11
ux=[ 0 |:zx=[1 21
—1 11 2
Solution. La matrice X x est bien symétrique.
Pour tout X = (7,19, 23)" € R3, nous avons

¥z = (ml To xg)

— = N

11
2 1 )
1 2 T3
x5+ w3 + 13)
3 x 23
+a3)* + Z(xg + 33)2 + %xg > 0.

= 2(z] +z2® + 323 +
L2
2
En définitive, ¥ x est symétrique positive.

D’aprés la proposition précédente, nous en déduisons qu’il existe un vecteur gaussien
de vecteur moyenne ;. x et de matrice de covariance ¥ x.

= (1’1+

Exemple 4.1.2. Cas particulier. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires réelles indépendates
de loi N'(0, 1). Calculer le vecteur moyenne et la matrice de covariance de X = (Xq, ..., X,,).
On a pour tout i € {1,...,n}, E(X;) = 0, donc

Ux = (0, ...,0>t.
De plus, pour tout i, j € {1,...,n},
[ 1sii=j
Cou(Xs, X;) = { 0 sinon.

Par conséquent, X x = I,, la matrice identité de M,,.,(R).
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

Proposition 4.1.3. Si X est un vecteur aléatoire gaussien de vecteur espérances y =
(1, .., pin)" et de matrice de covariance X x , alors, pour tout A dans R", la v.a. \'X est de

10i N (X, NEx A).

Démonstration. On utilise d’abord le fait que, par définition d’un vecteur gaussien, la
v.a. N'X est de loi normale. Il ne reste plus qu’a calculer son espérance et sa variance.
On utilise alors les résultats vus au chapitre 2, pour obtenir :

IE()\’X) = )\’]E(X) = Nux
et
Yvx = NIx .

On peut aussi caractériser un vecteur gaussien par sa fonction caractéristique, grace a
la proposition suivante.

Proposition 4.1.4. On dit que n variables aléatoires X, ..., X,, sont conjointement gaus-
siennes, ou que le vecteur aléatoire X = (X7, ..., X,,)" est gaussien de dimension n sur
(R™,B(R™)), il existe un vecteur colonne ;1 € R" et une matrice Xx de n lignes et n
colonnes symétrique telle que la fonction caractéristiqe de X soit de la forme :

1
Oy (u) =expli < u, pu > exp[—iutZu] pour tout u € R". 4.1)

Démonstration.
avec

E(Y)=FE

Zquj] =Y E(X)) =up

et

Var(Y) = Var

Zquj] = ZZCov(quj,uka)
j=1 ik

- Z ujupCov(X;, Xi) = u'Su.
j k
(=) Par définition, on a :

¢x(u) = E[e"] = E[¢"] = ¢y (1),

oY =37  u;X;. Lavariable aléatoire Y est une variable aléatoire gaussienne puisque
c’est une combinaison linéaire des coordonnées du vecteur gaussien X.
Ona

Var(Y)
)

dy(l) =e™e "2,
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

avec

n

Z%‘Xa‘] =) E(X;) =uu

J=1

E(Y)=FE

et

Var(Y) = Var

Zquj] =22 Covlu;X;,urXy)
=1 ik
- ii“j“kCOU(Xj,Xk) = u'Yu.

j k

(<) Soit A= (A1, ..., \n)'. Onpose Y =377 | A; X; = N'X. Montrons que Y est une variable
aléatoire gaussienne. Pour v € R, la fonction caractéristique de Y est donnée par :

dy(u) = B[] = ox (uh)

_ 6i(u)\)t;4—%(u>\)tzxu>\‘

_ eiu/\tuf%zﬂ)\th)\.
On reconnait la fonction caractéristique de la loi gaussienne N (A, A'Y\). Donc Y est
bien une variable aléatoire gaussienne.

Remarque 4.1.2. Un vecteur gaussien de matrice de covariance X x telle que
det(Xx) = 0 (i.e.Xx non inversible) est dit dégénéré et n’admet pas de densité par rap-
port a la mesure de Lebesgue dans R".

Théoreme 4.1.5. Un vecteur aléatoire X «~ N (ux,Yy) est absolument continu si et
seulement si sa matrice de covariance ¥ x est inversible. Dans ce cas, la densité de pro-
babilité de X est

1 1 ty—1
— exp |—=(x — Yy (r— , avec
(2m)2\/det (Xx) P 2( Hx) Ex (@ = pux)

Ix (@1, xy) =

X=(X1, ..., X,)".

4.1.1 Quelques cas particuliers

e n = 1. Posons ux = u, Lx = (0%). On obtient :

1 (z — p)?
oV 2T exp[— 202

flx) =

]

On retrouve la densite de la loi normale univariee de moyenne yu et variance o>.
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

- -/ \
: i

J.;?I:‘)‘f."‘"\\\i\k
e

FIGURE 4.1 - Densité gaussienne en dimension deux

e n = 2. Posons pux = (pu1, pa)'. On peut écrire ¥ x sous la forme :

2
Y Ox1 £1,20102
= 2
P1,20102 05y

avec (01 > 0) et (05 > 0). Onaalors (det (3 y)) = o705(1 — p7,) et Xx est une matrice
définie positive puisque |p; 2| < 1. De plus,

yol 1 Ug —pP1,20102 .
X det (EX) —pP1,20102 0'%

On obtient donc
1

f(xth) = X
20102,/ (1 = pi )

1 rr— o\’ (z1 — 1) (T2 — 1) T — o\’
Xp | 57— 2 —2p12 + :
(1— P1,2) o1 0102 09

4.2 Distributions marginales et conditionnelles

Supposons que 'on définisse la partition suivante :
X Ha Yaa 2ab
X = E(X) = = 1= :
( X ) (%) = px ( I ) ( 2ba Db )

e 1, et X,, sont le vecteur espérance et la matrice de covariance du vecteur aléatoire
Xas

N

ou

e 1, et Xy, sont le vecteur espérance et la matrice de covariance du vecteur aléatoire X, ;

o ¥, = X, matrice des covariances entre les variables de X, et les variables de Xj,.
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

Théoréme 4.2.1. [3]. Soit X un vecteur aléatoire absolument continu. Si
X = (X4, Xp)' ~ N(u, Xx), alors

Xa ~ N(,Ma, Zaa) ) Xb ~ N(,ua: Ebb)~

Démonstration. Soit v € R”, on sait que ¢(u) = e n—zu'xu Ty autre part le partition-
nemment des vecteurs u, j1x et ¥x. On peut écrire ¢(u) = ¢(u,, up) avec

u' = (g, up) < /’ljz ) = Ul fta + uppp, u' > U= ( ZZ >t ( %ZZ %ZZ > < Z‘; )

La fonction caractéristique marginale de X, est donnée par

¢Xa (ua) = ¢X (U’GJ O),

c’est-a dire en posant v, = 0 dans les expressions précédentes. En effectuant les produits
matriciels. On obtient ainsi

x, (tg) = bt Bun e,

qui est bien la fonction caractéristique d’un vecteur normal dont le vecteur espérance
est /i, et la matrice de covariance est ) . La démonstration pour X, est similaire en
posant u, = 0.

Définition 4.2. Les fonctions de densité de probabilité marginales des vecteurs X, et X, sont
données par :

1 1 L .
Fx.(2a) = VCr)redet (Y, o (—5(% = g(% B ua)) ’
1 1 L
be (956) = \/(ZW)”bdet(be) €xp <—§($b - ,Ub) %(% - Mb)) :

Théoréme 4.2.2. [3]. Soit X un vecteur aléatoire absolument continu. Si
X = (Xa, Xp)! ~ N (11, %), alors :

[Xa/Xb = ‘Tb} ~ N(Ma/m z]a/b) 3 Xb/Xa = Tq ~~ N(Mb/a, z]b/a)u

avec :
Lasb = tha + Sop S (X6 — 115) 3 Bab = Saa — ZabXpy Sbas

I a = b+ Sy Sgg (Ta = Ha) 5 Sbra = Sbb — DbaDag Sab-
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

Démonstration. Par définition, la loi conditionnelle fx,/x,—z,(7s) = fX—(‘:)) D’autre part, en

f(z
partitionnant les vecteurs x, ju et la matrice ¥, on peut écrire :

ZaaL Zab

det (X3) = det
et (X) e(zba b

) = det (Zaa) det (Ebb — ZbaE;;Eab)

¢ 1
(x—u)tE_l(x—u) — det (E_l) ( Tq — Ha ) ( Yoo 2ab ) ( Lg — Ha )
Ty — My Yba b Ty — [

avec .
det (y') = —=—
et (X) = 7 (x)
et .
Yoo S \ (1 =21 ¥l 0
Yba  Dbb - 0 1 —S_IZME;; S-1
avec
S = Yy — Ypa X, Sap-
On obtient :

1
(2m)modet (Ea/b)

6—%(wb—ub/a)tzb/a(wb—ua/b) _

fxp/wa) =

Si l'on pose
Hafo = Ha + 20 Xy (26 = 116) 5 Bap = Laa — SavDyy Das

U'expression fx,;x,—uz.(x,) €St bien celle de la fonction de densité de probabilité d’un vecteur
normal dont le vecteur espérance est fi,, est la matrice de covariance est 3, ;.

Exercice 4.2.3. [3]. On a mesuré simultanément la hauteur X; (en centimetre), le lo-
garithme népérien X, du poids ( en kilogrammes) et le pourcentage X5 de graisse (en
pourcentage % du poids total) pour un grand nombre d’hommes de type européen agés
de 50 a 80 ans . Ceci a permis de déterminer les espérances et les écarts -type données
dans le tableau 4.1 : Les corrélations entre ces variables étant px, x, = 0.49, px, x, = 0.07

TABLE 4.1 -

i 1 2 3
ix, 174 441 211
ox, 65 015 5

et px,x, = 0.49 . On suppose que X = (X;, Xo, X 3)! forme un vecteur aléatoire normal.

1. Quelle est la corrélation entre la taille et le poids lorsque le pourcentage de graisse
est fixé?
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

2. Quelle est la corrélation entre la taille et le pourcentage de graisse lorsque le poids
est fixé?

3. La variable X3 est laborieuse a mesurer, en envisage de la prédire sur base de z; et
x5 faciles a obtenir. Quelle sera la valeur attendue pour X3 sil’on sait que X; = 24
et X2 = X9 ?

4. Quel est la distribution du pourcentage de graisse chez un individu qui mesure 180
centimetre et pése 68 Kilogrammes ?

Solution.
42 0.436
— _ —1 =
Za/b = Baa — a2y, Xt ( 0.436 0.0141 ) '
Soit :
0436
PN 19y (0.0140)

c’est le coefficient de corrélation entre la taille et le poids conditionnellement au pourcentage de
graisse.

En posant X, = (X1, X3)" et X = Xs,

(423 228\ o o ot (0478
Do = ( 008 o5 ) Y = 0.0225; By = X = ( 0458 ) .

et l'on obtient :

- B e 0321 —7.44
Y = Baa — SapXpy Lba = ( —7.44  46.7
soit :
—7.44
PX1,X3/z0 = =003

(32.1)(46.7)

c’est le coefficient de corrélation entre la taille et le pourcentage de graisse conditionnellement au
poids

En posant X, = (X1, X2)" et X, = X3, on peut écrire

-1
423 0.478 x 4.41
Moa = =211+ (2.28,0.458) ( 0.478 0.0225 ) (( v ) N ( 174 )>

= —0.232z; + 25.3x2 — 49.9.
En posant x1 = 180 et x5 = In(68) dans la formule précédente, on obtient :
e = (—0.232)(180) + (25.3)In(68) — 49.9 = 150.9

Soit un pourcentage moyen pix, /(=) €n graisse inférieur a la moyenne [1x,. La variance quant
a elle ne dépend ni de x, ni de x4 et est donnée par :

S0 = S — SbaLgg Sap = 14
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

soit une valeur pour 0¥, J(r.0) féTiCure d la valeur 0%, ce qui traduit la réduction de l'incerti-
tude sur X5 obtenue en utilisant I'information donnée par x, et xo. Ona donc X3,/ (180, In(68)) ~
N (15.09, 14) sous I'hpothese du vecteur gaussien.

1. X = (X1, X2, X3)! ~ N (ux,Xx), avec:

174 65 0 0 1 049 0.07
p=| 441 |:s=( 0 015 0 |;R=[ 049 1 0.61
21.1 0O 0 5 007 0.61 1

ce qui donne :
42.3 0478  2.28
Yx=SRS = 0478 0.0225 0.0458
2.28 0.0458 25

En posant X, = (X;, X3) et X}, = X3, on peut écrire

42.3 0478 2.28
Faa = ( 0.478 0.0225 >  Zop = 255 Za = Zap = < 0.458 )

et ’on obtient :

0.436 0.0141

_ 42 0.436
Ea/b = Zaa - 2abeblEba = ( ) .

Soit :
B 0.436 B
P = ) 0.0141)
c’est le coefficient de corrélation entre la taille et le poids conditionnellement au

pourcentage de graisse.
2. En posant X, = (X1, X3) et X;, = Xy,

(423 228\ o o« (0478
aa = ( 2.28 25 ) 2 = 0.0225; 2 = 2, = ( 0.458 ) '

et ’on obtient :

=744 46.7

_ 32.1 —7.44
Ea/b = 2aa, - Zabzbblzba = ( )

soit :
—7.44

(32.1)(46.7)

c’est le coefficient de corrélation entre la taille et le pourcentage de graisse condi-
tionnellement au poids

PX1,Xs3/z0 =
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3. En posant X, = (X1, X5)" et X}, = X3, on peut écrire

—1
- 42.3 0478 x| _ [ 441
e = =211+ (2.28,0.458) ( 0.478 0.0225 ) (( T2 ) ( 174 )>

= —0.2322; + 25.375 — 49.9.

4. En posant z; = 180 et x = [n(68) dans la formule précédente, on obtient :
toja = (—0.232)(180) + (25.3)In(68) — 49.9 = 150.9

Soit un pourcentage moyen jix, /(z, 2,) €N graisse inférieur a la moyenne jix,. La
variance quant a elle ne dépend ni de x; ni de x, et est donnée par :

S0 = S — LbaLgg Sap = 14

soit une valeur pour 0%, J(1,20) INférieure ala valeur 0%,, ce qui traduit la réduction
de l'incertitude sur X3 obtenue en utilisant I'information donnée par z; et z5. On
a donc X3,7(180,In(68)) ~ N (15.09,14) sous I'hpotheése du vecteur gaussien.

4.3 Indépendance

Pour un vecteur normal, I'indépendance entre variables est équivalente a I'absence
de corrélation entre ces variables.

Théoreme 4.3.1. Soit X un vecteur gaussien dans R" : Pour que ses composantes X1, ..., X,
soient indépendantes, il faut et il suffit que la matrice de covariance soit diagonale.

Démonstration. Il suffit, bien stir, de montrer la réciproque. Supposons donc que X x
soit diagonale, i.e.

ok, 0 .. 0
0 o% .. 0

EX — 52 -
0 0 .. ok,

Comme X est un vecteur gaussien deloi N (p, £), chacune de ses composantes X; , pour
j=1,...,nestdeloi normale N (,uj, a?) et de fonction caractéristique :

. 1
bx,(A;) = exp {z)\juj - 50?)\?} ;A €R. 4.2)
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Par ailleurs, la fonction caractéristique du vecteur X est, pour tout A dans R" :

¢x (M)

exp

F )
exp ZZ/\juj—§
L j=1

n

> (Z’)\jﬂj -

Lj=1

exp

n
j=1

Proposition 4.3.2. [3].

Ugﬁ/ﬂ% 20
0 OXy,/
e X; 1l .. 1 X, /&S, =
0 0

e X, L Xy &Xy= Eéa'

Si X = (X,, X,)' ~ N(jix, L) avec Sy = < Ezb
ok, 0 .. 0
0 03(2 .. 0
e X; L.l X, &%=
0 0 agén
agﬁ/% 0

® X1 1 ... 1 Xna,/xb = Ea/b =

e X, L Xy &Xu= Zia‘

I 1
Z)\/[L — 5)\’2x)\:|

>

j=1

\2o?

)|

JQ} = H ox;(Aj).

. 1
Hexp [z)\juj - 5)\50

n

Jj=1

2
O-Xna/xb

), alors

2bb

2
O-Xna/mb

Exemple 4.3.1. Soit X = (X1, Xo, X3)" un vecteur gaussien de matrice de covariance

1
Yx=11
1

N W o=
=~ N =
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Montrer que X, et Xo — X3 sont indépendants.
Solution. Le vecteur Y = (X1, Xy — X3)" est un vecteur gaussien, car

1 0 0
r=(o 1Y)~

Cov(Y1,Ys) = Cov(Xy, Xy — X3) = Cov(X1Xy) — Cov(Xy, X3)
= 1-1=0.

De plus

Par conséquent, Y1 = X, et Yo = Xy — X3 sont indépendants.

4.3.1 Transformation linéaire d’un vecteur gaussien

Proposition 4.3.3. La transformée d'un vecteur gaussien de R™ par une application linéaire de
R™ vers R? est encore un vecteur gaussien.

Démonstration.

dy(A) = ¢pax(\) =E (ei<>‘vAX>) . ) (€i<A’>\,X>>

= ¢x(A")\) =exp

1
INAN = ZAAD AR
i : 2;

Par caractérisation, le vecteur Y est donc un vecteur gaussien dans RP de vecteur des espérances
Ay et de matrice de covariance AY x A, i.e.

Y ~ N (ALLX,AzxAt) .

Soit X un vecteur gaussien de R", de vecteur des espérances 1. et de matrice de cova-
riance Y x. Soit A la matrice associée a une transformation linéaire quelconque de R"
vers R?. La matrice A est donc de dimension p x n. Calculons la fonction caractéristique
du vecteur aléatoire Y = AX. D’apres ce que 'on a vu au chapitre précédent, pour tout
AdeRP,ona:

dy(A) = oax(\)=E (e"<>‘vAX>) ) (€i<A’>\,X>>

= ¢x(A)) = exp

1
INAN — ZAAD A
i : 2;

Par caractérisation, le vecteur Y est donc un vecteur gaussien dans R” de vecteur des
espérances Ay et de matrice de covariance AX x A, i.e.

Y ~ N (Apx, ALx A") .
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