Conditions KUHN - TUCKER

1) Introduction

Nous avons examiné la méthode de Lagrange utilisée pour I’optimisation avec des contraintes
égalités.

Kuhn et Tucker ont généralisé la méthode de Lagrange pour les méthodes d’optimisation avec
contraintes sous forme d’inégalités et d’égalités. Cette méthode est trés importante pour les
problémes d’optimisations non linéaires. Ces problémes sont formulés de la maniére suivante :

Min f(x)

Sous les contraintes
g;=0; j=123,..,]

h,(x) =0; k=123,..,K
X = (%1,%5, e X))
Kuhn et Tucker ont établis les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités pour les
problemes d’optimisation non linéaires en partant du postulat que les fonctions f gj et hk sont
différentiables. Ces conditions sont connus sous le nom de conditions d’optimalit¢ Kuhn et
Tucker. Elles sont formulées de facon a résoudre un systéme d’inéquations et d’équations
linéaires.

2) Probleme a résoudre

Trouver les vecteurs x(N X 1) , u(1 xJ) , A(1 X J) satisfaisants les conditions suivantes :

J K
VGO = ) 1991 = ) Ay Vhye(x) = 0 ©
j:]_ k=1
Valeurs pour la minimisation g; =0 ; j=1,23,---] (2)
Pour la maximisation g; < 0
he=0 ; k=123, ,K (3)
ujigi(x) =0 (4)
Uj >0 (5)

Le minimum de la fonction f(x)

Min f(x) = x2 — x,



Sous les contraintes
X1 +x, =6
x—12>20
xf + x5 <26
Solution
Ecrivons ce probleme sous forme de probleme d’optimisation non linéaire
fO) =xf —x, ;o V) = (2xg; -1)
g1=x1—-1=20
(doit étre écrite =) g, = —x¥ — x5 +26 =0
hi(x)=x;+x,—6=0

Je dois calculer les gradients
Vg, (x) = (1;0)

Vgr(x) = (=2x; ; —2x3)
Vhi(x) =(1;1)

L’équation (1) qui fait partie des conditions de Kuhn — Tucker prend la forme suivante :

ﬂ 991 09> dh;

- Uy——M=—=0 ; j=1.2
ax]' e ax]' H2 ax]' 1 ax]' J
On développe :
. of g 9gy . Ohy _
j=1: axl_ﬂlaxl B 0x; _Alaxl =0
.. af d9; 99 dh, _
J= 2 axz t axz H axz Al axz =0
On aura :

22y — g — pa(—2%1) =2, =0
—1—pp(=2%) =24, =0

L’inéquation (2) et I’équation (3) s’écrivent :
gl = xl - 1 2 0

go=—x¥—x2+26=0



h1:X1+xZ_6: O
L’équation (4) de Kuhn — Tucker prend la forme :

1g1(x)=0 o wx—-1)=0
#29:(x) =0 & pp(—xf — x5 +26) =0
La derniére condition s’exprimera par : yq = 0 et p; =0

Remarquons qu’on impose des conditions de non négativité pour 4 et u, et aucune condition
de signe sur A4,

Ainsi, pour cet exemple les conditions de Kuhn — Tucker s’écrivent sous la forme :

2x1 =+ 24 * Xy — A4, =0 (D
—14+pu;*2x, — 1, =0 (2)
x—1 =20 (3)
26 —x? —x2>0 (4)
X1 +x,—-6=0 (5)
p(x; —1) =0 (6)
12(26 — x§ — x3) (7
up =0 5 u, =0 €)

Remarquons que les valeurs x; = 1 et x, = 5 peuvent satisfaire les contraintes (3), (4) et (5),
donc, les contraintes (1) et (2) deviennent :

2= +2U—4 =0
-1+ 10p;, =14, =0

En posant 4; = 0 on obtient u; = 2,2 et u, = 0,1

Ainsi, la solution est : x* = (1,5) et u* = (2,2 ;0,1) et A; =0

La solution satisfait les conditions de Kuhn- Tucker donc, x; = 1 et x, = 5 est une solution
de probleéme.

Remarquons qu’il peut exister d’autres valeurs de yuq, 4, et 1, pouvant satisfaire les conditions
du systeme (1) a (8)
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Maxf(x) =

Sous les contraintes
X1+ x; < 15
X1 >0 ; X >0

Pour Max f(x)
gi(x) <0 ;5 h(x)=0

Nous avons les conditions de Kuhn-Tucker

] K
VGO = ) 199,00 = ) MThe(x) = 0
j=1 k=1

La différence estici g;(x) <0
h(x) =0
njgi(x) =0
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