
 1محلول  امتحان
 أجب بـ صحيح أو خطأ مع التعليل.:التمرينالأول

 كل متتالية محدودة هي متتالية متقاربة.(50+0.75.)( 1 

infفإن ℝمن ℓو متقاربة نحو العدد  ℕمتتالية متناقصة على  𝑛Îℕ(𝑢𝑛)إذا كانت  (50+0.75.) (2 
𝑛∈ℕ

𝑢𝑛= ℓ. 

lim)إذا كان (50+0.75.)(3
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ℓ >  فإن: (0

(∃𝛿 > 0; ∀𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[ ∪ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[: 𝑓(𝑥) > 0). 

:𝑔فإن التابع  0مستمر عند  𝑓إذا كان التابع (50+0.75.)(4  𝑥 ⟶ 𝑥𝑓(𝑥)  0يقبل الاشتقاق عند. 

 ) الهدف في هذا التمرين هو إثبات تباعد متتالية تراجعية، باستخدام متتاليتين جزئيتين(.:التمرين الثاني

𝐼التابع المعرف على المجال𝑓( ليكن1 = [0; 𝑓(𝑥).كما يلي : [1 = 1 − 𝑥²  

𝑢0حيث 𝑛Îℕ(𝑢𝑛)نعرف المتتالية التراجعية   =
1

2
𝑛Î ℕ "و   ∶ 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛). 

.أنَ: ثم استنتج 𝐼على 𝑓أدرس اتجاه تغير التابع نقطة(  1)-أ   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 ∶ 0 ≤  𝑓(𝑥)  ≤ 1 

𝑓نقطة( بين أنَ   51.)-ب  ∘ 𝑓(𝑥) = −𝑥4 + 2𝑥² ثم حل في المجال ،𝐼  :المعادلة𝑥 = 𝑓 ∘ 𝑓(𝑥) 1، إذا علمت أن 
 حل لها.

 محدودة. 𝑛Îℕ(𝑢𝑛)، ثم بين أنَ 𝑢3،𝑢2، 𝑢1أحسب  نقطة( 2) -جـ  

∗𝑛Îℕ "حيث:∗𝑛Îℕ،(𝑤𝑛)𝑛Îℕ(𝑣𝑛)لتكن المتتاليتين(2 ∶ 𝑤𝑛 = 𝑢2𝑛−1و" 𝑛Î ℕ ∶ 𝑣𝑛 = 𝑢2𝑛. 

∗𝑛Îℕ "بين أنَ  نقطة(1)أ ـ        ∶ 𝑤𝑛+1 = 𝑓 ∘ 𝑓(𝑤𝑛)و" 𝑛Î ℕ ∶ 𝑣𝑛+1 = 𝑓 ∘ 𝑓(𝑣𝑛). 

 رتيبتين و متقاربتين. ∗𝑛Îℕ،(𝑤𝑛)𝑛Îℕ(𝑣𝑛)بين أنَ المتتاليتين  نقطة( 1)بـ 

 ، ماذا تستنتج؟∗𝑛Îℕ(𝑤𝑛)و  𝑛Îℕ(𝑣𝑛)أحسب نهايتي  نقطة( 51.)جـ ـ      

𝑓(𝑥)المعرف بـ𝑓ليكن التابع :التمرين الثالث  = {
𝑥𝑒

𝑥

𝑥²+1, 𝑥 ≥ 0
3(𝑥−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥)

𝑥²
,   𝑥 < 0

. 

 .𝑓عين مجموعة تعريف التابع نقطة(  0.5)( 1

limباستعمال قاعدة لوبيتال أحسب النهاية   نقطة(2)(  أ ـ 2
𝑥

<
→0

𝑥−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥

𝑥3
. 

 .0يقبل الاشتقاق عند  𝑓استنتج أنَ  نقطة( 51.)ب ـ         

limباستعمال قاعدة لوبيتال احسب النهاية :نقطة(  2)(  أ ـ 3
𝑥→+∞

(𝑥𝑒
𝑥

𝑥²+1 − 𝑥). 

يطلب تعيين معادلة ∞+يقبل مستقيم مقارب مائل بجوار  (C𝑓)استنتج أن المنحنى البيانينقطة(  1) -ب

 له.

 



 

 الإجابة النموذجية مع سلم التنقيط
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 :نقاط( 5)التمرين الأول
 ..................................................................................................................خطأ( 1 

𝑛Î ℕ "حيث 𝑛Îℕ(𝑢𝑛)لتكن المتتالية  التعليل: ∶ 𝑢𝑛 = (−1)𝑛 لدينا ،" 𝑛Î ℕ: −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 

متقاربتين  𝑛Îℕ(𝑢2𝑛+1)و  𝑛Îℕ(𝑢2𝑛)محدودة، لكنها متباعدة لأنَ المتتاليتين الجزئيتين  𝑛Îℕ(𝑢𝑛)أي أنَ  

 على الترتيب. 1 و 1−نحو نهايتين مختلفتينهما 
 ............................................................................................................... صحيح( 2

limبما أنَ  التعليل: 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = ℓ فإن 

∀𝜀 > 0; ∃𝑁 ∈ ℕ; ∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 > 𝑁 ⟹ ℓ − 𝜀 < 𝑢𝑛 < ℓ + 𝜀 (.............1) 
𝑛∀لنبرهن بالخلف أنَ  ∈ ℕ: 𝑢𝑛 ≥ ℓ 

𝑛0∃نفرض أن   ∈ ℕ: 𝑢
0

< ℓ  و منهℓ −  𝑢𝑛0
> 𝜀، بوضع 0 = ℓ −  𝑢𝑛0

 ( نحصل على1في ) 

∃𝑛1 ∈ ℕ; ∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 > 𝑛1 ⟹  𝑢𝑛0
< 𝑢𝑛. 

𝑛متناقصة فإن  𝑛Îℕ(𝑢𝑛)و بما أن    > 𝑛0 ⟹  𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛0
. 

2من أجل  = max{𝑛0, 𝑛1}  فإن∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 > 𝑛2 ⟹ 𝑢𝑛0
≥ 𝑢𝑛و  𝑢𝑛0

< 𝑢𝑛  .وهذا تناقض 

𝑛بوضع  = 𝑁1 = 𝑁 + 𝜀∀( نحصل على 1في ) 1 > 0; ∃𝑁1 ∈ ℕ: 𝑢
1

< ℓ + 𝜀. 

 ............................................................................................................ صحيح( 3
limنفرض    

𝑥→𝑎
(𝑥) = ℓ >  أي أنَ: 0

∀ε > 0 ; ∃δ > 0: 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑥) − ℓ| < 𝜀  من أجل ،ε = ℓ نحصل على 
∃δ > 0: 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑥) − ℓ| < ℓ 

                                                 ⟹ 0 < 𝑓(𝑥) < 2ℓ 
δ∃إذن   > 0; ∀𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[ ∪ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[: 𝑓(𝑥) > 0. 
 ............................................................................................................ صحيح( 4

limفإن0مستمر عند  𝑓إذا كان التابع 
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) :و منه فإن 

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥−0
= lim

𝑥→0

𝑥𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = 𝑓(0). 

 
 :نقاط( 8)التمرين الثاني

𝑥∀( أ( 1  ∈ [0; 1]: 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 < 0 ،𝑓 0]متناقص تماما على المجال; 1]. 
𝑥لدينا:   ∈ [0; 1] ⇒ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑓(1) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(0) ⇒ 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1. 

𝑥∀ب(     ∈ [0; 1]: 𝑓 ∘ 𝑓(𝑥) = 1 − (1 − 𝑥²)² = −𝑥4 + 2𝑥². 

𝑥 = 𝑓 ∘ 𝑓(𝑥) ⇔ 𝑥 = −𝑥4 + 2𝑥² ⇔ 𝑥(𝑥3 − 2𝑥 + 1) 
                                       ⇔ 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥² + 𝑥 − 1) = 0 

                                                ⇔ 𝑥 = 𝑥  أو 0 = 𝑥 أو 1 =
1

2
√5 −

1

2
𝑥  أو =

1

2
√5 +

1

2
 

𝑆و منه   = {0,1,
1

2
√5 −

1

2
}.(

1

2
√5 +

1

2
∉ 𝐼). 

𝑢3جـ(  =
207

256
= 0.80859  ،𝑢2 =

7

16
=  0.4375  ،𝑢1 =

3

4
 

0نستعمل البرهان بالتراجع:  ≤ 𝑢0 =
1

2
≤ 1 

0نفرض   ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑓(1)و منه  1 ≤ 𝑓( 𝑛) ≤ 𝑓(0)  َ0أي أن ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1. 

𝑛Î ℕ "( أ( 2  ∶ 𝑣𝑛+1 = 𝑢2𝑛+2 = 𝑓(𝑢2𝑛+1) = 𝑓(𝑓(𝑢2𝑛)) = 𝑓 ∘ 𝑓(𝑣𝑛). 

" 𝑛Î ℕ ∶ 𝑤𝑛+1 = 𝑤2𝑛+1 = 𝑓(𝑤2𝑛) = 𝑓(𝑓(𝑤2𝑛−1)) = 𝑓 ∘ 𝑓(𝑤𝑛). 
𝑓متناقص فإنَ  𝑓ب( بما أن  ∘ 𝑓  متزايد إذن المتتاليتين(𝑣𝑛)𝑛Îℕ و(𝑤𝑛)𝑛Îℕ .رتيبتين تماما 

 رتيبتين و محدودتين فهما متقاربتين. 𝑛Îℕ(𝑤𝑛)و 𝑛Îℕ(𝑣𝑛)بما أن المتتاليتين       
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𝑥هما حلي المعادلة  𝑛Îℕ(𝑤𝑛)و 𝑛Îℕ(𝑣𝑛)ج( إنَ نهاتي     = 𝑓 ∘ 𝑓(𝑥) و منه 

(𝑣𝑛)𝑛Îℕ  ⇐ (𝑣1 = 𝑢2 =
7

16
< 𝑣0 = 𝑢0 =

1

2
⇐متناقصة تماما ( lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 = 0. 

(𝑤𝑛)𝑛Îℕ  ⇐ (𝑤2 = 𝑢3 =
207

256
> 𝑤1 = 𝑢1 =

3

4
⇐متزايدة تماما ( lim

𝑛→+∞
𝑤𝑛 = 1. 

 0 و 1متقاربتين نحو نهايتين مختلفتينهما  ∗𝑛Îℕ(𝑢2𝑛−1)و  𝑛Îℕ(𝑢2𝑛)المتتاليتين الجزئيتين بما أن     

 متباعدة. 𝑛Îℕ(𝑢𝑛)على الترتيب فإنَ المتتالية 

 :نقاط( 7)التمرين الثالث 
 1 )𝐷𝑓 = ℝ. 

lim(  أ(  2  
𝑥

<
→0

𝑥−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥

𝑥3
= lim

𝑥
<
→0

1−
1

𝑥2+1

3𝑥2
= lim

𝑥
<
→0

1

3(𝑥2+1)
=

1

3
. 

limب( 
𝑥

>
→0

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥
>
→0

𝑥𝑒
𝑥

𝑥²+1−0

𝑥−0
= lim

𝑥
>
→0

𝑒
𝑥

𝑥²+1 = 1. 

lim
𝑥

<
→0

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥
<
→0

3(𝑥−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥)

𝑥²
−0

𝑥−0
= 3 lim

𝑥
<
→0

𝑥−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥

𝑥3
= 3

1

3
= 1. 

0)′إذن  − 0) = 𝑓′(0 + 0) =  .0يقبل الاشتقاق عند  𝑓و منه  1

lim( أ(  3
𝑥→+∞

(𝑥𝑒𝑥²+1 − 𝑥) = +∞ −  ح تع ∞

lim
𝑥→+∞

(𝑥𝑒
𝑥

𝑥²+1 − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒
𝑥

𝑥²+1 − 1

1
𝑥

= lim
𝑥→+∞

−𝑒
𝑥

𝑥²+1
𝑥² − 1

(𝑥² + 1)²

−
1
𝑥²

 

     = lim
𝑥→+∞

𝑒
𝑥

𝑥²+1
𝑥4 − 𝑥²

(𝑥² + 1)²
) = 1 

limب(       
𝑥→+∞

(𝑥𝑒
𝑥

𝑥²+1 − 𝑥) = 1 ⇔ lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 𝑥) = 1 

                                                                                  ⇔ lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1)) = 0 

𝑦و منه فإن المستقيم ذو المعادلة     = 𝑥 +  .∞+بجوار(C𝑓)مقارب للمنحنى البياني  1
 


