EXERCICE 1. On définit sur IR? la relation R par :

f

(z, R Y) <z +y=a"+y
(1) Montrer que R une relation d’équivalence.

(2) Trouver la classe d’équivalence du couple (0,0).

Correction 1

. R est une classe d’équivalence si et seulement si elle est réflézive et
symétrique et transitive.

(1) a) R est réfléxive si et seulement si ¥(z,y) € IR, (z,y)R(z,y)
(z,y)R(z,y) oz ty=r+y.

Dot R est réflérive.
b) R est symétrique si et seulement si

Y(z,y), (z',y) € R?, (z,y)R(z",y) = (¢, ¥')R(z,y)

(z.y)R(=\Y) = z+y=2+y
> 'ty =z+y
> (@Y )R(z,y)

Dot R est symétique.
¢) R est transitive si et seulement si

Yz, p), (2, y)), (2,57) € R, (2, ) R( o)) A (YR 3") = (5, )R 07)
T4y = 2 } yr
(z, )Rz, Y)Y A (2", )YR(2",y") = A
If I yf — :l.:!',l I y”
> r4+y=1" +y

> (z,y)R(2",y7)

2

D’oti R est transitive, Ainsi R est une relation d’équivalence.

(2) Trouvons la classe d’équivalence du couple (0,0).

C((0,0) = {(=,9) € R2/(z,5)R(0,0)}
= {(z,y) e R?*/z +y =0}
{(z,) € Ry — )
{(=

r,—z)/r € IR}.



EXERCICE 2.
On définit sur IR? la relation T par

(z, )T (2, )|z 2| <y —y
(1) Vérfier que T est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ?
(2) Soit (a,b) € IR?, représenter l'ensemble {z,y) € R?*/(z,y)T(a,b)}.
Correction 2

T est une relation d’ordre si et seulement si elle est réflérive et anti-
symétrique et transitive.

(1) a) R est réflézive si et seulement siV(zx,y) € R?, (z,y)R(x,y)

(z,y)R(x,y) & |z -z <y—-y=0<0.

Do T est réfléxive.
b) T' est anti-symétrique si et seulement si

V(z,y), (@', y/) € B2, (2. )T(@',y) A (@) T(2,y) = (2,9) = (')

lz -2 <y —y
()T (')A @Y )T (xy) = et
2’ —z| <y —y
> 2|z —2| <0
> |lz—2'|=0
r=1
Y -y=0Ay—y >0
Y -y=0Ay —y<0

r

sy —y=0=>y=1".

WO

D’ott (z,y) = (2',y'), alors T' est anti-symétique.
c) T est transitive si et seulement si

(z,9), (', 9), (2", 9") € R?, (2, )T (', ) A (2", ) T (=", 97)) = (2,9)T(2", ")
|z 2| <y —y
(z, )Ty ) A ()T (2" y") = { et
|:}.".il m!‘.ll S y?? y

r

yty<zc—z'<y -y
> et
1

Yy <2 -2 <y -y

!
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EXERCICE 3. laisser aur étudionts

Soit R une relation binaire réflexive et transitive. On définit S une relation par :
xSy xRy et yRx.
- Montrer que S est une relation  d équivalence et quelR permet de dénir une relation

d’ordre sur les classes d’équivalences de S5
Correction. 3

-on azhe et e = x5%, donc 5 reflexrve
- sl xSy = xRy et yRz.
= yRr et 2Ry
= y Sz, done S symetrigue
- xSy et ySz = (zRy et yRz) et (y Rz et zRy)
= (zRy et yRz) et (2Ry et yRx)
== (zRz) et (zRz) (car R est transitive)
= .5z, done S est transitive
alors S est une relation d*équivalence.

2) On définit sur I'ensemble des classes d’équivalence de S la relation /A par: iy = zRy.
La relation / est bien définie reflexve et transitive

- sz iy et yAx alors xRy et yRe alors 2S5y donez =y

(d’aprés la propriétés: R relation d’équivalence alors, s Ry < z= y]

done /. est antisymetrique

alors /M 5.

Exercice 6: On définit une relation binaire S sur R’ par :

xSy <= 3n € N,y = ™.

1) Montrer que S est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ? |

Exercice 6: 1)

-soit 2 €R}, onax=2" pourn=1¢€ N donc x5z, alors S reflexive

- soient 2,y €R’, s1 2Sy et ySz, alors In,m €N, tel que y =" Az =y™.

On a alors: 2 =2"" donc Inz =nmInz d'ot Inz (1 —=nm) =0.

sizg=lalosy=2"=1=z.

csiz#1alorsnz#0, dounm=1, orn,m € N, donc n=m =1 donc & =y, alors S est antisymetrique
- Soient z,y,2 €RY, sizSy et ySz alors ImmeN; y=2" et 2 =9™.

Onaz=2"" avec n,m € N, donc 252, donc S est transitive

et par conséquence S est une relation d’ordre.

2) Cet ordre n'est pas total car :

32,3€RL, 2 n'est pas en relation avec 3 et 3 n’est pas en relation avec 2.
Cad: In e N 9 —2" ot 29"




