Chapitre 2

Caractéristiques des vecteurs aléatoires

2.1 Espérance, variance et covariance d’un couple de va-
riables aléatoires

2.1.1 Théoreme de transfert, Espérance d’'une somme

Théoréme 2.1.1. Soient (X, Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R? continu
de densité f et ® un ouvert de R? contenant X () x Y (Q2) et » : ® — R. On suppose
que Z = p(X,Y) est une variable aléatoire réelle a densité. Alors

Z admet une espérance <:>/ | o(z,y) | f(x,y)dzdy existe.
R2

De plus en cas d’existence :

B(Z) = [ ele.)f e, p)dudy

Théoreme 2.1.2 (Cas des fonctions linéaires.). Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires
continu de densité f de (R?, B(R?)). On suppose que X et Y admettent une espérance.
Alors Z = aX + bY + c admet une espérance. De plus :

E(Z) =E(aX 4+ bY + ] = aE(X) + bE(Y) + c.

Démonstration. En posant ¢(z,y) = ax + by + ¢ on obtient

E(p(X,Y)) = a/Zx{/Zf(w,y)dy] dw+b/Zy{/Zf(x,y)dx] dy+c/Z/Zf(x,y)dxdy

= a/oo fo(x)dx—l—b/oo yfydy + c

o —0o0

= aE(X)+bE(Y)+c
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Théoreme 2.1.3. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discret et ® une partie
contenant X (Q2) x Y(Q) et ¢ : ® — R. On suppose que Z = ¢(X,Y) est une variable
aléatoire discrete. Lorsque X (2) et Y (€2) sont finis, on a :

(z,y) X ()Y ()

Théoreme 2.1.4. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires (continu ou discret). On
suppose que X et Y admettent une espérance. Alors

St X <Y alors E(X) <E(Y).

Démonstration. Posons Z =Y — X : Z admet une espérance. De plus Z > 0 et donc
E(Z) > 0. Ainsi E(Y) — E(X) > 0.

Théoreme 2.1.5. Soit (X, Y") un couple de variables aléatoires réelles indépendantes ad-
mettant une densité sur (£, A, P) et admettant chacune une espérance. Alors X.Y admet
une espérance et :

E(X.Y) = E(X)E(Y).

Démonstration. Pour tout (z,y) € R? on a

|2y | fxy(zy) =z | fx(x)x [y | fr(y),

avec fx et fy désignant les densités de X et Y, on sait que (X,Y) admet pour densité la
fonction fxy définie par: fxy(z,y) = fx(x)fy(y). X et Y admettent une espérance, les
intégrales: [*° |z | fx(x)et [*°_|y| fy(y) sont convergentes. La fonction définie par :
Oxy(z,y) =2yfxy(z,y) est donc intégrable. De plus :

BOY) = [ [ sy o g)dady = ( | xfx<a:>das) ( I yfy(y)dy) _E(X)E(Y).

2.1.2 Covariance et coefficient de corrélation
Proposition 2.1.6. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R?, ad-
mettant chacune un moment d’ordre 2. Alors X.Y admet une espérance.
. Lenombre Cov(X,Y) =E(X.Y) —E(X)E (Y) est appelé covariance de X et Y.
. On dit que X et Y sont corrélées lorsque Cov(X,Y") # 0.
- p(X)Y) = % est appelé le coefficient de corrélation de X et de Y.

(e

Théoreme 2.1.7. . Soient X , Y X' et Y’ des v.a.r définies sur un méme espace probabilisé,
admettant chacune un moment d’ordre 2 et soit A un réel. Alors:

e Cov(X,Y)=_Cou(Y,X).
o Cov( X+ X"Y)=Cou(X,Y)+ Cov(X"Y).
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Cov(X,Y+Y')=Cov(X,Y)+Cov(X,Y"),Cov(AX,Y) = Cov(X,\Y) = A\Cou(X,Y).
Cov(X,X) =Var(X).

e X etY sontindépendantes = Cov(X,Y) =0

Cov(X,)V)=E(X —E(X)) (Y —E(Y)).

(inégalité de Schartz) | Cov(X,Y) |< oxoy.

Si X etY sont indépendantes = p(X,Y) = 0.

e —1<p(X,Y)<1.

Proposition 2.1.8. Soit (X;);cy une famille de variables aléatoires quelconques dans L.
Ona

(@) Var(Xy + X3) = Var(Xy) + Var(Xs) + 2Cov( Xy, Xs)

(ii) X 1L Xy = OOU(Xl,XQ) = 0 mais COU(Xl,XQ) =02 X; L Xy

(iii)
Vv <Z X,;) = Z Var (X;) + 2 Z Cov(X;, X;).
i=1 i=1 i#j
Démonstration.
()
Var(Xi + X,) = E[X) + X, — [(E(X)) +E(X,))]
= E[(X:—EX)) + (X, — EX,)]?
= E[X; —-EX1  +E[X; — EX))° + 2E [X; — EX}][X; — EX,)]
Var (Xy) + Var (X3) 4+ 2Cov (X1, Xs) .

(ii) Si X; L X5, on a dans le cas continu fx(z1,22) = fx, (1) fx,(x2) et 'on a donc
/ / legfx(ﬂfl,.%Q)dl’ldévg :/ I‘lfxl (ml)dazl |:/ $2fX2($2)dI2:| = E(Xl)]E(XQ),

ce qui donne
COU(Xl,XQ) = E(X1>E<X2) - E(Xl)E(X2> =0.

Exemple 2.1.1. Soit X une v.a.d dont la loi est donnée par :

k 27-
P(X; = k)

—_
o= O

o= N

o>
P~
S |

1. Onnote X, = X?. Déterminer les lois de X et X, ainsi que celle du couple (X7, X5).
2. X, et X, sont-elles indépendantes ?

3. Calculer Cov(X7, X5) et faire une remarque sur ce résultat.
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Solution.

TABLE 2.1 - loi conjointe du couple aléatoire (X, X5) .

XX, 0 1 4
1 1
-1 0 5 O
0 10 0
1
1 0+ 0
2 0 0 ¢

TABLE 2.2 —loi de X,

k 0 1 4
P, =0 L 1 ]

TABLE 2.3 -1loide Z = X; Xs

k -8 —-1 0O 1 8
PZ=k L I & 1 %

E[XY] =0, on en déduit que :

COU(Xl,XQ) = ]E[Xng] - E[Xl]E[XQ] = 0.
Ainsi les variables X, et X, ne sont pas indépendantes mais pourtant leur covariance est nulle.
Elles sont seulement non-corrélées.

La loi conjointe du couple aléatoire (X, X») est donnée par le table 2.4 :

OnaP([X;=1N[Xy=0]) =0etP(X; =1)P (X, =0) # 0, donc les variables X et X,
ne sont pas indépendantes.

E(X;) = 0 et E(X,) = % Pour le calcul de la covariance, on a besoin
delaloide Z = X, X,, voir tableau 2.3.

E[XY] = 0, on en déduit que :
COU(XhXQ) = ]E[Xng] - E[Xl]E[XQ] = 0.

Ainsi les variables X, et X, ne sont pas indépendantes mais pourtant leur covariance est nulle.
Elles sont seulement non-corrélées.
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TABLE 2.4 - loi conjointe du couple aléatoire (X7, X5) .

X,
-2
-1

0

1

2

O ool O OO
O - O oo =
o= O O ool =~

TABLE 2.5 - loi de X,

k 0 1 4
PG =F 1 ]

2.2 [Espérance, variance et covariance d’un vecteur aléatoire

Définition 2.1. Soit X un vecteur aléatoire de composantes X;, Xy, ..., X,,. Le vecteur
X est dit intégrable si chaque composante X; est intégrable c’est-a-dire siE (|| X ||) < 1

avec || . || lanorme euclidienne définie sur R". On appelle alors espérance mathématique
de X le vecteur (colonne) de R" de composantes
E(X3) 1x,
EX)=m=| . |=] -
E(X) )\,

Le vecteur X est de carré intégrable (admet un moment d’ordre deux fini) si chaque
composante X; est de carré intégrable ou encore si E(|| X ||?) < oo.

Définition 2.2. .Soit X un vecteur aléatoire quelconque de carré intégrable. On appelle
matrice de covariance de X la matrice carrée d’ordre n :

2
O’X1 0x,X, - O0X1X,
2
0Xx5X, UX2 o 0X9X,y
Yy =
2
0x1X, O0X,Xy - UXn

avec

ox,x; = Cov[X;, Xj] = E[(X; — E(Xy))(X; — E(X)))] = E[X:X}] — E(X,)E(X))
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et
0%, = Var(X;) = E(X?) - E*(X)),4,j =1,...,n.

La matrice ¥ x reprend ainsi les variances des différentes variables sur sa diagonale et
les covariances entre paires de variables hors de sa diagonale.
Définition 2.3. De maniere générale on peut écrire que :

Yx = Cov[X] =E[(X — E(X))(X —E(X))"] = E[XX'] — E(X)E(X")
Théoreme 2.2.1. La matrice de covariance est une matrice symétrique semi-définie po-
sitive.

Démonstration. Par construction la matrice de covariance est symétrique. Elle s’écrit
comme le produit d'un vecteur et de sa transposée (I'espérance s’applique ensuite a
chaque composante et ne change donc pas la symétrie). Pour le deuxiéme point il suffit
de remarquer que si Xx est la matrice de covariance du vecteur aléatoire X et si V est
un vecteur constant de R", alors

VYV =Var(vi X1 + .. + vaX,) > 0.
X

Théoréme 2.2.2. . Si X est un vecteur (colonne) aléatoire de R" de vecteur moyenne 1 x
et de matrice de covariance X x. Alors si A est une matrice réelle ¢ x p, le vecteur aléatoire
AX de R? a pour vecteur moyenne Ay x et pour matrice de covariance AX y A".

Théoreme 2.2.3. . Soit X un vecteur aléatoire quelconque de carré intégrable, alors

o%x, 0 .. 0
0 o% .. O

X1J_X2J_J_Xn — Yy =
0 0 .. ox,

Définition 2.4. Soit X un vecteur aléatoire de carré intégrable. On appelle matrice de
corrélation de X la matrice carrée d’ordre n donnée par :

1 PX1Xs -+ PX1X,
PX2X L pxox,
R = Corr[X] =
leXn anXZ 1

6
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avec
Propriété 2.2.4.
e La matrice R est semi-définie positive.

e R prenant toujours des valeurs égales a 1 sur sa diagonale, les valeurs hors de sa
diagonales étant égales aux coefficients de corrélation entre les variables prises
deux a deux.

Lorsque les variables sont mutuellement indépendantes cette matrice est égale a la
matrice identité puisque toutes les corrélations sont nulles.

Sil’on fait appel au calcul matriciel, on vérifie aisément que les matrices R et ¥ x sont
liées par la relation :

0x, 0 0
0 Jx,

Yx =SRS avec S =
0 0 0x,

Proposition 2.2.5. Si X ~ M(n,p), alors

1. E(X) = (npu, ..., npx), la matrice de variance-covariance de X est égale a

npl(l - pl) —npip2 —NP1Pk
—npipa npa(l—p2) .. —Np2Pk
X
—NP1Pk —npope ... npe(l —pi)

2. La matrice de corrélation R est donnée par :

1 _ [/___pip2 _ [/ PiPk
(I-p1)(I=p2) 7 (1=p1)(1—px)
p1p2 1 o P2Pk
(1=p1)(1—p2) (1=p2)(1—pk)
R—
P1DK _ Papk 1
(1=p1)(1—pk) (1—p2)(1—pk)



Chapitre 2 Caractéristiques des vecteurs aléatoires

Espérance et (co)variance conditionnelle
Espérance conditionnelle d’'un couple aléatoire-cas discret

Définition 2.5. Soit (X, Y’) un couple de variables aléatoires. Supposons que Y est intégrable.
La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y/X = z;] avec les probabilités p; est ap-
pelée espérance conditionnelle de Y sachant X et notée E[Y/X].

Remarque 2.2.1. Il est important de noter que I'espérance conditionnelle E[Y /X] est
en général une variable aléatoire et non pas une quantité déterministe. On peut l'in-
terpréter comme la valeur moyenne prise par Y lorsque I’on connait X.

Exemple 2.2.1. Soit Y ~ P(«a) et Z ~ P(f) deux variables aléatoires de loi de Poisson
indépendantes. La loi de X = Y + Z suit également une loi de Poisson de parametre
a + (. On s’intéresse ici a la loi de Y sachant X. Soit n € N, déterminons la loi de Y
sachant X = n. Puisque X =Y + 7, il est clair que, sachant que X = n, Y est a valeurs
dans {0,1,...,n}. Soitdonc k € {0,1,...,n},ona

PY=kX=n) PY=kZ=n—k PY=kPZ=n—k)

PV =kX=n=—Fx_—p = P(X = n) - P(X =n)

On obtient alors grace aux fonctions de masse des lois de Poisson

() () ()

Ainsi, sachant X = n, Y suit une loi binomiale B(n

 229).
L’espérance de Y sachant X = n est ’espérance d'une loi binomiale B(n, —==). On a

) Oé_‘f'ﬁ
donc pour toutn > 0:
an

a+
Puisque ceci est vrai pour tout n, I’espérance conditionnelle de Y sachant X est :

ElY /X =n] =

aX
a+f’

E[Y /X] =
qui est bien une fonction de X et donc une variable aléatoire. On peut donc calculer
I'espérance de l'espérance conditionnelle.

Théoreme 2.2.6. E’espérance totale. Si Y est intégrable, alors la variable E[Y/X] est
également intégrable et on a :
E[E[Y/X]] = E[Y].

Exemple 2.2.2. Toujours sur I'exemple précédent, on a

E[X]’

(67

EE}Y 7X]] =~
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L’espérance d’une loi de Poisson de parametre a + 3 est a + 3, on retrouve donc bien
a J—
a+p a+p

On vient de voir que dans le cas général, l'espérance conditionnelle E[Y/X] est une
variable aléatoire. Il existe cependant un cas particulier ol ce n’est pas le cas : lorsque
X et Y sont indépendantes.

E[E[Y/X]] =

E[X]

(a+B) =a =E[Y].

Espérance conditionnelle d’un couple aléatoire-cas absolument continu

Définition 2.6. La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y/X = z] avec la densité
fx est appelée espérance conditionnelle de Y sachant X. On la note E[Y/X]. Pour x fixé,
I'espérance conditionnelle de Y sachant X = x est

BY/X =l = [ yfvxd(w)dy
La fonction ¢ : z — E[Y/X = z] est une fonction réelle d'une variable réelle. p(X) est
donc une variable aléatoire.

Théoreme 2.2.7. d’espérance totale. Si Y est intégrable, alors la variable aléatoire E[Y/X|
'est aussiet ona :
E[E[Y/X]] = E[Y].

Exemple 2.2.3. On consideére (X,Y)" un couple de variables aléatoires de loi uniforme
sur le triangle
T ={(z,y): 0 <y <z <1}.Levecteur (X,Y)" admet donc comme densité

fX,Y(xa y) = 217’([L‘, y)

Les densités marginales sont données par :

Ix(x) =2zl (2), fr(y) =2(1 —y)lp(y).

sachant que X = z. Nous voyons sur la Figure 2.1 que Y prend ses valeurs sur le seg-
ment |0, z[, de plus la loi du couple (X,Y") étant uniforme, tous les segments de méme
longueur incluent dans |0, z| ont la méme probabilité.

1 21 <y<z y

BY/X =l = [ ufvealo)ds = 5

d’oti, E[Y/X] = £. On retrouve bien I'espérance de Y par le théoréme précédent

E[E[Y/X]] = %E[X] - % —E[Y].
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%

Ty

AN

FIGURE 2.1 — Densité conditionnelle de Y/ X = z.

La notion d’espérance et variance conitionnelle se généralise aisément au cas du
vecteur aléatoire. On peut y rajouter la notion de covariance et de corrélation condi-
tionnelle. Si X, et X, forment une partition d"un vecteur aléatoire X, 'espérance des
espérances des variables X;/ X}, = z;, s’obtient facilement par

Définition 2.7. Pour un vecteur aléatoire X = (X,, X;)" avec X, = (X3,..., X, )", les
espérances conditionnelles des variables X,/ X}, = =}, et X;/X, = z, sont données par :

Yo wilP(xi/ Xy =) Vi, ...,n, cas discret

E(Xz/fl?b) = UX;/zy, = { fjoooo xzf(xz/xb)dxl ‘v/i’ ...y, Ng  €as continu.

> wilP(zi/x) Vi, ...,ny, cas discret

B(Xi/Ta) = pix/z. = { fj;o zif(z;/ Xp = xp)dx;  Yi,...,ny cas continu.

Définition 2.8. Les variances et covariances conditionnelles des variables (X;/X, =
Tp)1<i<ng €t (Xi/Xo = %4)1<i<n, sONt données par :

o <¥§O$’2P(%/xb)) — ’u%(i/xb Vi, ...,n, cas discret
Xi/xp 02 2 f (/) da; — /@Q/xb Vi, ...,n, cas continu
<Zi >, xﬂﬁ(%,%/%)) — IX, VX, Vi, ...,ng cas discret
X, X;/xy — 00 400 . .
i/Th fjoo fjoo Ty f (2, 25/ 20)drsd; — px, jayhtx;jzy Vi .., M CAS cOntinu

Définition 2.9. La matrice de variance covariances conditionnelle et le vecteur espérance

10



Chapitre 2 Caractéristiques des vecteurs aléatoires

conditionnel sont donnés par :

2
Lx,/ IX, Ja OX1Xo/zy +++ OX1Xn, /2
X1/xp 2
OXoyX1 )/ UXg/xb v OX9 X, /2
E(Xa/Xb:l’b) :/’LXa/xb = . 72Xa/a:b:
125 Sy 2
OXnaX1/2p  OXngXofxy - OXx, /z

On peut également définir la matrice de corrélation conditionnelle :

1 PX1Xa/zy, - PX1Xng/mp
ngXl/xb 1 pX2Xna/mb
RXH./zb =
anaXl/mb IOXnaXQ/xb 1

Les coefficients de corrélation conditionnels sont :

OX;X;/xp
pXin/mb = .
00X /2, O X /xp

2.3 Recherche de densité, changement de vecteur aléatoire-
fonction d’un vecteur aléatoire

Position du probleme

Un probleme important est le suivant : Soit X une variable aléatoire réelle, admettant
la densité fx. Soit h une fonction mesurable, de sorte que ¥ = h(X) soit aussi une
variable aléatoire. Est-ce que Y admet une densité, et si oui, comment la calculer ?

Il convient d’abord de remarquer que cette densité n’existe pas toujours. Si par exemple
h(x) = a pour tout z, la loi de Y est la masse de Dirac en a, qui n'a pas de densité.

Pour résoudre ce probleme, I'idée consiste a essayer de mettre E(g(Y)) = E(g o h(X))
sous la forme [ ¢(y) fy (y)dy pour une fonction convenable fy , et une classe de fonctions
g suffisamment grande. La fonction fy sera alors la densité recherchée.

o0

Bly() = [ (9o h)fx(w)ds R
—00

Nous souhaitons faire le changement de variable y = h(z) dans cette intégrale. Cela

nécessite que h soit dérivable et bijective “par morceaux”, et il faut faire trés atten-

tion aux domaines ot h est croissante ou décroissante. Plutdt qu’exposer une théorie

générale, donnons des exemples.

11
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Exemple 2.3.1.

1. SoitY = aX + b, o1 ¢, b sont deux constantes. Si a = 0, nous avons alors Y = b et la
loi de Y est la masse de Dirac en b.
Si au contraire a # 0, nous faisons le changement de variable y = ax + b dans (2.1),
ce qui donne :

Bl = [ gloa+0fte = [ s ( - b) o

Par exemple :
e Si X suit la loi A (u, 0?), alors 2= suit la loi normale (0, 1).
e Si X suit laloi N(0,1), alors aX + b suit la loi normale N (b, a?).

e Si X suit la loi uniforme sur [«, 5], alors a X + b suit la loi uniforme sur [aa +
b,af + b].
2. Soit Y = X2 La fonction x — z? est décroissante sur R_ et croissante sur R™. Le
changement de variable y = 2 donne alors

0 +o0
E(g(Y)) = / 9(e?) fx(2)dr + / o(e?) fx(x)da

= [ s / o) e (i) s
Nous avons donc : .
fr() = (fx(=vy) + fX(\/?))m~ (2.2)

Cas général

Dans le cas des vecteurs aléatoires, 1'idée est la méme. Considérons une fonction h
définie en tout point d'un ouvert © C R" et a valeurs dans R™. Pour = = (21, ..., z,)" €
R", h(x) est un élément de R™ . Cet élément peut s’écrire sous la forme (h;(z), hao(x), ...~y (x))"
On définit ainsi n fonctions Ay, ..., h,,, chaque fonction &, étant définie sur © et a valeurs
dans R pour i = 1, ...,n. Nous poserons alors i = (hy, hs, ...h,,). Soit le vecteur aléatoire
Y, dont chacune des variables peut étre exprimée comme une fonction des variables
contenues dans un autre vecteur aléatoire X avec

Y1 = hl(Xla "'aXn> = hl(X)

Y = hon (X1, ooy Xi) = hun(X).

Plusieurs cas sont a considérer :

12



Chapitre 2 Caractéristiques des vecteurs aléatoires

a. m > n: Le vecteur Y n’admet pas de densité.

b. Cas des fonctions inversibles m = n : Le systéme d’équation Y = h(X) résolu par
rapport aux variables X admet une solution unique. La transformation inverse est
dans ce cas univoque, avec :

Y, :hl(Xla--'>Xn):hl(X) X4 :gl(Y'lw-'aYn) :gl(Y)

Y, = hpn( X1, .o, X)) = ho(X) Xn=0,(Y1,....Y,) = ga(Y)

Définition 2.10. Soit une application h = (hy, ho, ...h,)" définie en tout point d'un
ouvert ® € R”" et a valeurs dans R" . Si h est différentiable sur ®, les matrices
jacobiennes de h en = = (z1, ..., z,,)" sont données par :

e J,_,, :estlamatrice de la transformation permettant de passer des variables X
aux variables Y.

e J, ., estlamatrice jacobienne de la transformation inverse permettant de passer
des variables Y aux variables X, avec

991(y) 091(y) dhi (z) Ohi (z)
9y1 Oyn oz Oxn
Jx*)y — . e . ; in}x ==
9gn (y) Agn (y) Ohn(x) Ohn ()
oy1 o OYn or1 e Oxn

Théoreme 2.3.1. Soient un vecteur aléatoire X de dimension n, absolument continu

de densité fx etY = h(X) ot h est une application bijective continiment différentiables
d’'un ouvert ® € R" dans R™ avec P[X € D]. Soit l'application g définie sur
h(®), a valeurs dans ® et réciproque de h. Si le déterminant des matrices jaco-
biennes det(.J,_,,) et det(J,_,) ne s’annullent en aucun point = € ®, alors le vecteur
aléatoire Y est absolument continu et admet pour densité :

fr() = { [ det(Jasy) | fx 0 (h™ () =| det(Jay) | Fx(9(u))

o fx o (W) = ey e (9w)). 23)

Exemple 2.3.2. [3]. Une machine est destinée a fabriquer des briques dont la lon-
gueur L, la largeur [ et la hauteur h sont fixées par un réglage, de maniere a obtenir
L =190,1 =90 et h = 50 (en millimétres). On admet que I’erreur de réglage sur cha-
cune des ces dimesions est distribuée uniformément entre —0.5 et +0.5 millimetre,
ces erreurs étant indépendantes entre elles. Quelle sera la distribution conjointe
des surfaces pour les trois faces de la brique si 1’on calcule ces surfaces en faisant
le produit des dimensions correspondantes ?

Si (Xi, Xy, X;3) estle vecteur des longueur, largeur et hauteur, on peut supposer que
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X1 L X5 1L Xs. L'erreur de réglage étant de £0.5 millimetre, on a X; ~ Uj1z9.5,190.5),
XQ ~ U[89.5790,5] et X3 ~ U[49,5,50,5]. Ce qUJ montre que

1 si x; € [189.5,190.5]

1 si 21 € 189.5,90.5
le(xl):{ 0 sinon. e |

o (2) = { 0 sinon.

Y

1 st z1 € 149.5,50.5
fXg(fES) — { 01 [ ]

Ce que I'on demande est la distribution conjointe de Y = (Y7, Y5, Y3), avec

sinon. ’

Yi=X1X0, Yo = X1 X3 el V3= XoX3.
On adonc:
Y = h(X) = X1 X,

[ YiYs
Y3
Yy =ha(X) = X1 X5 & { Xp=go(Y) = (/122

Yy = h3(X) = XX

La matrice jacobienne J,_,, est donné par

o I 0
Jy—m = T3 0
0 T3 T9
1 — 1 4 — Yi1y2 _ Y1y3
Ce qui donne | det(J,—,) |=| —2x12923 |. Puisque 'on a 27 =, B2, xp = | 88

et xg =[98 Ona | det(Josy) [= 2¢/y1yays. Puisque X1 L Xo L X5, 0na fx(z) =
Ix (1) fxy (x2) fxs (x3) = 1, 50it fx(g(y)) = 1. En combinant ces résultats, on obtient :

1
2\/11Y2Y3

sur le domaine des valeurs possibles pour y et vaut 0 ailleurs.

fr(y) =

¢. Onremarquera que pour que cette méthode puisse fonctionner, il faut que le nombre
de variables pour X et Y soit identique, le déterminant n’étant défini que pour des
matrices carrées. Ceci implique que la méthode ne permet pas telle quelle d’ob-
tenir la distribution conjointe de fonctions d'un vecteur aléatoire si le nombre de
fonctions est inférieur au nombre de variables pour X, ce qui est un cas que 'on
rencontrera fréquemment.
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Solution :

On commence par compléter Y, en essayant de construire une application 2’ de R"
dans R"” dont les m premiéres composantes coincident avec les composantes de h,
et pour laquelle (2.3) s’applique. Nous obtenons ainsi la densité fy: de Y’ = h/(X).
Puis nous appliquons 'extension évidente de (2.3) :

fy(yl,...,ym:/ / For s oo Yo Yot o ) s (24)

Exemple 2.3.3. Soit X = (U, V') un vecteur aléatoire dans R?, avec U et V indépendantes
de loi I'(«v, 0) et I'(3, 6). Quelle est 1a densité de Y = WUV 2.
Comme la dimension de Y est plus petite que celle de X, il faut d’abord completer
Y. Nous prenons par exemple Y’ = (Y, Z), avec Z = U + V, ce qui correspond
a h(u,v) = (“,u+v). Cette application est bijective sur A =]0, 0o[x]0, co[ dans
B =]0,1[x]0, oo[ et nous avons h!(y, z) = g(y,z) = (yz,2(1 — y)) qui a pour jaco-
bien z. Comme
gots
fx(u,v) = ————u"1P e 0w, (4, v).

INCHINE)
gt

—F(a>r(5)za+ﬁ‘ly“‘l(1 —y)P e *1p(y, 2).

fY’(y7Z) =

frw = /0 fyi(y, 2)dz

ea—i-ﬁ B B [e8) wiBl 0
- Rt [ e, s
_ Dla+8) ., B—1
La densité de Z est donnée par :
0a+ﬂ a+p—1_—0z
—F(OH—ﬁ)Z e 1]0,m[(z).

Cas particulier

On peut résourdre ce probleme en ajoutant des variables fictives , de maniére a
obtenir des dimensions identiques, Soit Y, = h(X) est de dimension m et X est de
dimension n (avec m < n), le plus facile est de définir un vecteur Y’ =Y, = X, ot
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X3 sont les n — m dernieres variables de X, c’est a dire :
Yi - h1<X1, ceeny Xn)

[ Y, =X,
Sil’on partitionne la matrice jacobienne J,_,, de facon correspondante , on a

Oh1 (x) Ohy (z) Ohy (z) Ohy (z)
ox1 e OTm OTm+1 ot Oxn

8h7n(73) 6h'm(-73) 8h'm(-l’) 8h'm(-77) 8h(l?) ah(l‘)

J — 0x1 o OTm O0Tmi1 7 Oxn — OTta ozt
Yy—re aym<0—1 Cr’:’J'nH—l 8y'm<0—1 8y'nH—l O ]’

Ox1 t  Oxm OTm41 A

Oyn(x) Oyn () Oyn () Oyn(z)
Ox1 Oxm Oxmi1 7 Oxn

ot 0 est une matrice nulle de dimension (m — n) x m et I est la matrice identité de

dimension (m n) X ( —1). On peut donc se contenter de calculer le déterminant
a

matrice ]acoblenne Jy—z, de dimension n x n. Sachant que fy, (y,) f fr(w), la
fonction de densité de probabilité margmale est donc donnée par :

/ fx(g(y))dys.

fYa(ya): ahx
|dt aggt |x 9(y)

Cas des fonctions linéaires

Si les fonctions Y = h(X) = (hi(X), ..., h,(X)) sont des fonctions linéaires des va-
riables X, on peut les écrire sous la forme :

Y1 =hi(X) = a1 X1+ apeXo + ... + a1, X5,

Yn = hn(X) = aanl + aang + ...+ aan
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ce que 'on note plus facilement Y = AX, avec:

aj;p ai2 ... Qip

21 Q29 ... QA2pn
A=

anp1 Gp2 ... Qpp

ot les a;; contenus dans la matrice A sont des valeurs réelles.

Propriété 2.3.2. Il est alors facile de voir que pour la matrice jacobienne, on obtient J,_,, = A
et J,_,, = A7, La transformation inverse est univoque si l'inverse de A existe, et dans ce cas

Y=h(X)=AX & X =g(Y)=A"'Y

Exemple 2.3.4. [3]. On s’interesse a un processus dont le nombre d’occurrence sur un in-
tervalle de temps ¢ suit une loi de Poisson de parametre ;1 = At (par exemple le nombre
de clients arrivant au guichet d'une banque, le nombre de particules émises par une
substance radioactive,...).

Quelle sera la distribution pour le temps séparant la premiere occurrence de la troisiéme ?
Si le processus suit une loi de Poisson de parametre ;1 = A¢, le temps séparant deux oc-
currence successives suit une loi exponentielle de parametre . Si X; et X, désignent res-
pectivement les temps séparant la premiére occurrence de la deuxiéme et la deuxieme
occurrence de la troisieme, on a de plus X; L X,. Ce que 'on demande est la loi de
probabilité pour X; + Xo.

Posons X = (X1, X»)!, Y=(Y1,Ys)",Y1 = X + X, ainsi que la variable fictive Y, = X,. On
a donc

Yo = Xy Xo =Y

2T N A
(o1 )r=( )

soit | det(A) |= 1. Puisque X1 L Xs, ona fx(x) = fx,(z1)fx, (z1) avec
fx;(x;) = XeMi(i = 1,2) pour la loi exponentielle. On obtient donc :

{Y1:X1+X2 @{X1:Y1—Y2

c’est-i- dire :

1 1 B
fry) = fo(fl Y) = fx,(y1 — ¥2) fx. (y2)

— e Myimy2) \omAv2 — N2 Aun

Par conséquent,
)\26—>\y1 pou?" yl & [O, OO[/ y2 € [07 yl[
0 ailleurs.

) = {
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La densité marginale de Y, est donnée par :

) = / Fr () dys / Nee i dy,

= Ny My > 0.

DoncY ~ ~(2, ).

Espérance et 1a matrice de variance covariance d’une fonction d’un vec-
teur aléatoire

Pour obtenir le vecteur espérance E(Y) = uy et la matrice de variance covariance
Yy dun vecteur Y = h(X), on peut calculer les espérances sy, et les (co)variances oy,y,
directement a partir de la loi de probabilité conjointe du vecteur X sans passer par les
fonctions Py (y) ou fy (y).

Proposition 2.3.3. Des formules équivalentes plus compactes pour la variance et la
covariance sont obtenues en les exprimant en terme d’espérances :

Covlhi(X), h;(X)] = E[hi(X)h; (X)] = E[h:(X)]E[2;(X)] (2.5)

Varlhi(X)] = E[h;(X)] — E*[h:(X)], (2.6)
avec en particulier Var[h;(X)] = Cov[h;(X), hi(X)].

Cas des fonctions linéaires

Dans le cas ot1 les fonctions (X)) sont linéaires, on peut écrire Y = AX et le calcul du
vecteur espérance et la matrice de covariance peut se faire a 1’aide du calcul matriciel.
En se rappelons que E(a;X; + b;) = a;E(X;) + b; et que Var[a; X; + bj] = af;Var(X;)
lorsque b; est une constante, on obtient le résultat suivant :

H’Y:AMX +b

Y=AX+b=>
{ ZY:AZXAt
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