
Chapitre 2

Caractéristiques des vecteurs aléatoires

2.1 Espérance, variance et covariance d’un couple de va-
riables aléatoires

2.1.1 Théorème de transfert, Espérance d’une somme

Théorème 2.1.1. Soient (X, Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dansR2 continu
de densité f et D un ouvert de R2 contenant X(Ω) × Y (Ω) et ϕ : D → R. On suppose
que Z = ϕ(X, Y ) est une variable aléatoire réelle à densité. Alors

Z admet une espérance ⇐⇒
∫
R2

| ϕ(x, y) | f(x, y)dxdy existe.

De plus en cas d’existence :

E(Z) =

∫
R2

ϕ(x, y)f(x, y)dxdy.

Théorème 2.1.2 (Cas des fonctions linéaires.). Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires
continu de densité f de (R2,B(R2)). On suppose que X et Y admettent une espérance.
Alors Z = aX + bY + c admet une espérance. De plus :

E(Z) = E(aX + bY + c] = aE(X) + bE(Y ) + c.

Démonstration. En posant ϕ(x, y) = ax+ by + c on obtient

E (ϕ(X, Y )) = a

∫ ∞
−∞

x

[∫ ∞
−∞

f(x, y)dy

]
dx+ b

∫ ∞
−∞

y

[∫ ∞
−∞

f(x, y)dx

]
dy + c

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)dxdy

= a

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx+ b

∫ ∞
−∞

yfY dy + c

= aE(X) + bE(Y ) + c
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Théorème 2.1.3. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires discret et D une partie
contenant X(Ω) × Y (Ω) et φ : D → R. On suppose que Z = φ(X, Y ) est une variable
aléatoire discrète. Lorsque X(Ω) et Y (Ω) sont finis, on a :

E(Z) =
∑

(x,y)X(Ω)∈Y (Ω)

ϕ(x, y)P(X = x, Y = y).

Théorème 2.1.4. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires (continu ou discret). On
suppose que X et Y admettent une espérance. Alors

Si X ≤ Y alors E(X) ≤ E(Y ).

Démonstration. Posons Z = Y −X : Z admet une espérance. De plus Z ≥ 0 et donc
E(Z) ≥ 0. Ainsi E(Y )− E(X) ≥ 0.

Théorème 2.1.5. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires réelles indépendantes ad-
mettant une densité sur (Ω,A,P) et admettant chacune une espérance. AlorsX.Y admet
une espérance et :

E(X.Y ) = E(X)E(Y ).

Démonstration. Pour tout (x, y) ∈ R2, on a

| xy | fX,Y (x, y) =| x | fX(x)× | y | fY (y),

avec fX et fY désignant les densités de X et Y , on sait que (X, Y ) admet pour densité la
fonction fX,Y définie par : fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y). X et Y admettent une espérance, les
intégrales :

∫∞
−∞ | x | fX(x) et

∫∞
−∞ | y | fY (y) sont convergentes. La fonction définie par :

φX,Y (x, y) = xyfX,Y (x, y) est donc intégrable. De plus :

E(X.Y ) =

∫
R

∫
R
xyfX,Y (x, y)dxdy =

(∫ ∞
−∞

xfX(x)dx

)(∫ ∞
−∞

yfY (y)dy

)
= E (X)E (Y ) .

2.1.2 Covariance et coefficient de corrélation

Proposition 2.1.6. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dans R2, ad-
mettant chacune un moment d’ordre 2. Alors X.Y admet une espérance.

� Le nombre Cov(X, Y ) = E (X.Y )− E (X)E (Y ) est appelé covariance de X et Y .

� On dit que X et Y sont corrélées lorsque Cov(X, Y ) 6= 0.

� ρ(X, Y ) = Cov(X,Y )
σXσY

est appelé le coefficient de corrélation de X et de Y .

Théorème 2.1.7. . SoientX , Y X ′ et Y ′ des v.a.r définies sur un même espace probabilisé,
admettant chacune un moment d’ordre 2 et soit λ un réel. Alors :

• Cov(X, Y ) = Cov(Y,X).

• Cov(X +X ′, Y ) = Cov(X, Y ) + Cov(X ′, Y ).
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• Cov(X, Y +Y ′) = Cov(X, Y ) +Cov(X, Y ′) , Cov(λX, Y ) = Cov(X,λY ) = λCov(X, Y ).
• Cov(X,X) = V ar(X).
• X et Y sont indépendantes⇒ Cov(X, Y ) = 0

• Cov(X, Y ) = E (X − E (X)) (Y − E (Y )).
• (inégalité de Schartz) | Cov(X, Y ) |≤ σXσY .

• Si X et Y sont indépendantes⇒ ρ(X, Y ) = 0.

• −1 ≤ ρ(X, Y ) ≤ 1.

Proposition 2.1.8. Soit (Xi)i∈N une famille de variables aléatoires quelconques dans L2.
On a
(i) V ar(X1 +X2) = V ar(X1) + V ar(X2) + 2Cov(X1, X2)

(ii) X1 ⊥ X2 ⇒ Cov(X1, X2) = 0 mais Cov(X1, X2) = 0 ; X1 ⊥ X2

(iii)

V

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar (Xi) + 2
∑
i 6=j

Cov(Xi, Xj).

Démonstration.
(i)

V ar(X1 +X2) = E
[
X1 +X2 − [(E(X1) + E(X2))]2

= E [(X1 − EX1) + (X2 − EX2)]2

= E [X1 − EX1]2 + E [X1 − EX1]2 + 2E [X1 − EX1] [X2 − EX2]

= V ar (X1) + V ar (X2) + 2Cov (X1, X2) .

(ii) Si X1 ⊥ X2, on a dans le cas continu fX(x1, x2) = fX1(x1)fX2(x2) et l’on a donc∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

x1x2fX(x1, x2)dx1dx2 =

∫ ∞
−∞

x1fX1(x1)dx1

[∫ ∞
−∞

x2fX2(x2)dx2

]
= E(X1)E(X2),

ce qui donne
Cov(X1, X2) = E(X1)E(X2)− E(X1)E(X2) = 0.

Exemple 2.1.1. Soit X une v.a.d dont la loi est donnée par :

k -2 -1 0 1 2
P(X1 = k) 1

6
1
4

1
6

1
4

1
6

1. On noteX2 = X2
1 . Déterminer les lois deX1 etX2 ainsi que celle du couple (X1, X2).

2. X1 et X2 sont-elles indépendantes ?
3. Calculer Cov(X1, X2) et faire une remarque sur ce résultat.
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Solution.

TABLE 2.1 – loi conjointe du couple aléatoire (X1, X2) .

X1�X2 0 1 4

−2 0 1
6

1
6

−1 0 1
6 0

0 1
6 0 0

1 0 1
4 0

2 0 0 1
6

TABLE 2.2 – loi de X2

k 0 1 4

P(X2 = k) 1
6

1
2

1
3

TABLE 2.3 – loi de Z = X1X2

k −8 −1 0 1 8

P(Z = k) 1
6

1
4

1
6

1
4

1
6

E[XY ] = 0, on en déduit que :

Cov(X1, X2) = E[X1X2]− E[X1]E[X2] = 0.

Ainsi les variables X1 et X2 ne sont pas indépendantes mais pourtant leur covariance est nulle.
Elles sont seulement non-corrélées.

La loi conjointe du couple aléatoire (X1, X2) est donnée par le table 2.4 :

On a P ([X1 = 1] ∩ [X2 = 0]) = 0 et P (X1 = 1)P (X2 = 0) 6= 0, donc les variablesX1 etX2

ne sont pas indépendantes.

E(X1) = 0 et E(X2) = 11
6

. Pour le calcul de la covariance, on a besoin
de la loi de Z = X1X2, voir tableau 2.3.

E[XY ] = 0, on en déduit que :

Cov(X1, X2) = E[X1X2]− E[X1]E[X2] = 0.

Ainsi les variables X1 et X2 ne sont pas indépendantes mais pourtant leur covariance est nulle.
Elles sont seulement non-corrélées.
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TABLE 2.4 – loi conjointe du couple aléatoire (X1, X2) .

X1�X2 0 1 4

−2 0 1
6

1
6

−1 0 1
6 0

0 1
6 0 0

1 0 1
4 0

2 0 0 1
6

TABLE 2.5 – loi de X2

k 0 1 4

P(X2 = k) 1
6

1
2

1
3

2.2 Espérance, variance et covariance d’un vecteur aléatoire

Définition 2.1. Soit X un vecteur aléatoire de composantes X1, X2, ..., Xn. Le vecteur
X est dit intégrable si chaque composante Xi est intégrable c’est-à-dire si E (‖ X ‖) < 1
avec ‖ . ‖ la norme euclidienne définie surRn. On appelle alors espérance mathématique
de X le vecteur (colonne) de Rn de composantes

E(X) = µX =


E(X1)
.
.
.

E(Xn)

 =


µX1

.

.

.
µXn

 .

Le vecteur X est de carré intégrable (admet un moment d’ordre deux fini) si chaque
composante Xi est de carré intégrable ou encore si E(‖ X ‖2) <∞.

Définition 2.2. .Soit X un vecteur aléatoire quelconque de carré intégrable. On appelle
matrice de covariance de X la matrice carrée d’ordre n :

ΣX =


σ2
X1

σX1X2 ... σX1Xn

σX2X1 σ2
X2

... σX2X1

. . ... .

. . . .

. . . .
σX1Xn σXnX2 ... σ2

Xn


avec

σXiXj = Cov[Xi, Xj] = E[(Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))] = E[XiXj]− E(X
i
)E(Xj)
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TABLE 2.6 – loi de Z = X1X2

k −8 −1 0 1 8

P(Z = k) 1
6

1
4

1
6

1
4

1
6

et
σ2
Xi

= V ar(Xi) = E(X2
i )− E2(Xi), i, j = 1, ..., n.

La matrice ΣX reprend ainsi les variances des différentes variables sur sa diagonale et
les covariances entre paires de variables hors de sa diagonale.

Définition 2.3. De manière générale on peut écrire que :

ΣX = Cov[X] = E[(X − E(X))(X − E(X))t] = E[XX t]− E(X)E(X t)

Théorème 2.2.1. La matrice de covariance est une matrice symétrique semi-définie po-
sitive.

Démonstration. Par construction la matrice de covariance est symétrique. Elle s’écrit
comme le produit d’un vecteur et de sa transposée (l’espérance s’applique ensuite à
chaque composante et ne change donc pas la symétrie). Pour le deuxième point il suffit
de remarquer que si ΣX est la matrice de covariance du vecteur aléatoire X et si V est
un vecteur constant de Rn, alors

V t
∑
X

V = V ar(υ1X1 + ...+ υdXn) ≥ 0.

Théorème 2.2.2. . Si X est un vecteur (colonne) aléatoire de Rn de vecteur moyenne µX
et de matrice de covariance ΣX . Alors siA est une matrice réelle q×p, le vecteur aléatoire
AX de Rq a pour vecteur moyenne AµX et pour matrice de covariance AΣXA

t.

Théorème 2.2.3. . Soit X un vecteur aléatoire quelconque de carré intégrable, alors

X1⊥X2⊥...⊥Xn =⇒ ΣX =


σ2
X1

0 ... 0
0 σ2

X2
... 0

. . ... .

. . . .

. . . .
0 0 ... σ2

Xn


Définition 2.4. Soit X un vecteur aléatoire de carré intégrable. On appelle matrice de
corrélation de X la matrice carrée d’ordre n donnée par :

R = Corr[X] =


1 ρX1X2 ... ρX1Xn

ρX2X1 1 ... ρX2Xn

. . ... .

. . . .

. . . .
ρX1Xn ρXnX2 ... 1
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avec
ρXiXj =

Cov[Xi, Xj]

σX1σX2

, i 6= j.

Propriété 2.2.4.

• La matrice R est semi-définie positive.

• R prenant toujours des valeurs égales à 1 sur sa diagonale, les valeurs hors de sa
diagonales étant égales aux coefficients de corrélation entre les variables prises
deux à deux.

• Lorsque les variables sont mutuellement indépendantes cette matrice est égale à la
matrice identité puisque toutes les corrélations sont nulles.

• Si l’on fait appel au calcul matriciel, on vérifie aisément que les matrices R et ΣX sont
liées par la relation :

ΣX = SRS avec S =


σX1 0 ... 0
0 σX2 ...
. . ... .
. . . .
. . . .
0 0 ... σXn


Proposition 2.2.5. Si X ∼M(n, p), alors

1. E(X) = (np1, ..., npk), la matrice de variance-covariance de X est égale à

∑
X

=


np1(1− p1) −np1p2 ... −np1pk
−np1p2 np2(1− p2) ... −np2pk

. . . .

. . . .

. . . .
−np1pk −np2pk ... npk(1− pk)

 .

2. La matrice de corrélation R est donnée par :

R =



1 −
√

p1p2
(1−p1)(1−p2)

... −
√

p1pk
(1−p1)(1−pk)

−
√

p1p2
(1−p1)(1−p2)

1 ... −
√

p2pk
(1−p2)(1−pk)

. . . .

. . . .

. . . .

−
√

p1pk
(1−p1)(1−pk)

−
√

p2pk
(1−p2)(1−pk)

... 1


.
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Espérance et (co)variance conditionnelle

Espérance conditionnelle d’un couple aléatoire-cas discret

Définition 2.5. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires. Supposons que Y est intégrable.
La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y/X = xi] avec les probabilités pi est ap-
pelée espérance conditionnelle de Y sachant X et notée E[Y/X].

Remarque 2.2.1. Il est important de noter que l’espérance conditionnelle E[Y�X] est
en général une variable aléatoire et non pas une quantité déterministe. On peut l’in-
terpréter comme la valeur moyenne prise par Y lorsque l’on connaı̂t X .

Exemple 2.2.1. Soit Y ∼ P(α) et Z ∼ P(β) deux variables aléatoires de loi de Poisson
indépendantes. La loi de X = Y + Z suit également une loi de Poisson de paramètre
α + β. On s’intéresse ici à la loi de Y sachant X . Soit n ∈ N , déterminons la loi de Y
sachant X = n. Puisque X = Y + Z, il est clair que, sachant que X = n, Y est à valeurs
dans {0, 1, ..., n}. Soit donc k ∈ {0, 1, ..., n}, on a

P (Y = k/X = n) =
P (Y = k,X = n)

P (X = n)
=
P (Y = k, Z = n− k)

P (X = n)
=
P (Y = k)P (Z = n− k)

P (X = n)
.

On obtient alors grâce aux fonctions de masse des lois de Poisson

P (Y = k/X = n) =

(
k
n

)(
α

α + β

)k (
β

α + β

)n−k
.

Ainsi, sachant X = n, Y suit une loi binomiale B(n, α
α+β

).

L’espérance de Y sachant X = n est l’espérance d’une loi binomiale B(n, α
α+β

). On a
donc pour tout n ≥ 0 :

E[Y�X = n] =
αn

α + β
.

Puisque ceci est vrai pour tout n, l’espérance conditionnelle de Y sachant X est :

E[Y�X] =
αX

α + β
,

qui est bien une fonction de X et donc une variable aléatoire. On peut donc calculer
l’espérance de l’espérance conditionnelle.

Théorème 2.2.6. E’espérance totale. Si Y est intégrable, alors la variable E[Y/X] est
également intégrable et on a :

E[E[Y/X]] = E[Y ].

Exemple 2.2.2. Toujours sur l’exemple précédent, on a

E[E[Y�X]] =
α

α + β
E[X],
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L’espérance d’une loi de Poisson de paramètre α + β est α + β, on retrouve donc bien

E[E[Y/X]] =
α

α + β
E[X] =

α

α + β
(α + β) = α = E[Y ].

On vient de voir que dans le cas général, l’espérance conditionnelle E[Y/X] est une
variable aléatoire. Il existe cependant un cas particulier où ce n’est pas le cas : lorsque
X et Y sont indépendantes.

Espérance conditionnelle d’un couple aléatoire-cas absolument continu

Définition 2.6. La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y/X = x] avec la densité
fX est appelée espérance conditionnelle de Y sachantX . On la note E[Y/X]. Pour x fixé,
l’espérance conditionnelle de Y sachant X = x est

E[Y/X = x] =

∫
yfY/X=x(y)dy.

La fonction ϕ : x → E[Y/X = x] est une fonction réelle d’une variable réelle. ϕ(X) est
donc une variable aléatoire.

Théorème 2.2.7. d’espérance totale. Si Y est intégrable, alors la variable aléatoire E[Y/X]
l’est aussi et on a :

E[E[Y/X]] = E[Y ].

Exemple 2.2.3. On considère (X, Y )t un couple de variables aléatoires de loi uniforme
sur le triangle
T = {(x, y) : 0 < y < x < 1} . Le vecteur (X, Y )t admet donc comme densité

fX,Y (x, y) = 21T (x, y).

Les densités marginales sont données par :

fX(x) = 2x1[0,1](x), fY (y) = 2(1− y)1[0,1](y).

sachant que X = x. Nous voyons sur la Figure 2.1 que Y prend ses valeurs sur le seg-
ment ]0, x[, de plus la loi du couple (X, Y ) étant uniforme, tous les segments de même
longueur incluent dans ]0, x[ ont la même probabilité.

fY/X=x(y) =
1

x
1]0,x[(y) =

210<y<x

2x
=
fX,Y (x, y)

fX(x)
.

E[Y/X = x] =

∫
R
yfY/X=x(y)dy =

x

2
,

d’où, E[Y/X] = X
2

. On retrouve bien l’espérance de Y par le théorème précédent

E[E[Y/X]] =
1

2
E[X] =

1

3
= E[Y ].
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FIGURE 2.1 – Densité conditionnelle de Y/X = x.

La notion d’espérance et variance conitionnelle se généralise aisément au cas du
vecteur aléatoire. On peut y rajouter la notion de covariance et de corrélation condi-
tionnelle. Si Xa et Xb forment une partition d’un vecteur aléatoire X , l’espérance des
espérances des variables Xi/Xb = xb s’obtient facilement par

Définition 2.7. Pour un vecteur aléatoire X = (Xa, Xb)
t avec Xa = (X1, ..., Xna)

t, les
espérances conditionnelles des variables Xi/Xb = xb et Xi/Xa = xa sont données par :

E(Xi�xb) = µXi/xb =

{ ∑
i xiP(xi/Xb = xb) ∀i, ..., na cas discret∫ +∞
−∞ xif(xi/xb)dxi ∀i, ..., na cas continu.

E(Xi�xa) = µXi/xa =

{ ∑
i xiP(xi/xb) ∀i, ..., nb cas discret∫ +∞
−∞ xif(xi/Xb = xb)dxi ∀i, ..., nb cas continu.

Définition 2.8. Les variances et covariances conditionnelles des variables (Xi/Xb =
xb)1≤i≤na et (Xi/Xa = xa)1≤i≤nb sont données par :

σ2
Xi/xb

=

{
(
∑

i x
2
iP(xi/xb))− µ2

Xi/xb
∀i, ..., na cas discret∫ +∞

−∞ x2
i f(xi/xb)dxi − µ2

Xi/xb
∀i, ..., na cas continu

σXiXj/xb =

{ (∑
i

∑
j xixjP(xi, xj/xb)

)
− µXi/xbµXj/xb ∀i, ..., na cas discret∫ +∞

−∞

∫ +∞
−∞ xixjf(xi, xj/xb)dxidxj − µXi/xbµXj/xb ∀i, ..., na cas continu

Définition 2.9. La matrice de variance covariances conditionnelle et le vecteur espérance
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conditionnel sont donnés par :

E(Xa/Xb = xb) = µXa/xb =


µX1/xb

.

.

.
µXna/xb

 ,ΣXa/xb =



σ2
X1/xb

σX1X2/xb ... σX1Xna/xb

σX2X1/xb σ2
X2/xb

... σX2Xna/xb

. . ... .

. . . .

. . . .
σXnaX1�xb σXnaX2/xb ... σ2

Xna/xb

 .

On peut également définir la matrice de corrélation conditionnelle :

RXa�xb =


1 ρX1X2/xb ... ρX1Xna/xb

ρX2X1/xb 1 ... ρX2Xna/xb

. . ... .

. . . .

. . . .
ρXnaX1/xb ρXnaX2/xb ... 1

 .

Les coefficients de corrélation conditionnels sont :

ρXiXj/xb =
σXiXj/xb

σXi/xbσXj/xb
.

2.3 Recherche de densité , changement de vecteur aléatoire-
fonction d’un vecteur aléatoire

Position du problème

Un problème important est le suivant : SoitX une variable aléatoire réelle, admettant
la densité fX . Soit h une fonction mesurable, de sorte que Y = h(X) soit aussi une
variable aléatoire. Est-ce que Y admet une densité, et si oui, comment la calculer ?
Il convient d’abord de remarquer que cette densité n’existe pas toujours. Si par exemple
h(x) = a pour tout x, la loi de Y est la masse de Dirac en a, qui n’a pas de densité.
Pour résoudre ce problème, l’idée consiste à essayer de mettre E(g(Y )) = E(g ◦ h(X))
sous la forme

∫
g(y)fY (y)dy pour une fonction convenable fY , et une classe de fonctions

g suffisamment grande. La fonction fY sera alors la densité recherchée.

E[g(Y )] =

∫ ∞
−∞

(g ◦ h(x))fX(x)dx. (2.1)

Nous souhaitons faire le changement de variable y = h(x) dans cette intégrale. Cela
nécessite que h soit dérivable et bijective “par morceaux”, et il faut faire très atten-
tion aux domaines où h est croissante ou décroissante. Plutôt qu’exposer une théorie
générale, donnons des exemples.
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Exemple 2.3.1.

1. Soit Y = aX + b, où a, b sont deux constantes. Si a = 0, nous avons alors Y = b et la
loi de Y est la masse de Dirac en b.
Si au contraire a 6= 0, nous faisons le changement de variable y = ax+ b dans (2.1),
ce qui donne :

E[g(Y )] =

∫ ∞
−∞

g(ax+ b)fX(x)dx =

∫ ∞
−∞

g(y)fX

(
y − b
a

)
1

| a |
dy.

Par exemple :

• Si X suit la loi N (µ, σ2), alors X−µ
σ

suit la loi normale N (0, 1).

• Si X suit la loi N (0, 1), alors aX + b suit la loi normale N (b, a2).

• Si X suit la loi uniforme sur [α, β], alors aX + b suit la loi uniforme sur [aα +
b, aβ + b].

2. Soit Y = X2. La fonction x → x2 est décroissante sur R− et croissante sur R+. Le
changement de variable y = x2 donne alors

E(g(Y )) =

∫ 0

−∞
g(x2)fX(x)dx+

∫ +∞

0

g(x2)fX(x)dx

=

∫ 0

−∞
g(y)fX(−√y)

dy

2
√
y

+

∫ +∞

0

g(y)fX(−√y)
dy

2
√
y
.

Nous avons donc :
fY (y) = (fX(−√y) + fX(

√
y))

1

2
√
y
. (2.2)

Cas général

Dans le cas des vecteurs aléatoires, l’idée est la même. Considérons une fonction h
définie en tout point d’un ouvert D ⊂ Rn et à valeurs dans Rm. Pour x = (x1, ..., xn)t ∈
Rn, h(x) est un élément deRm . Cet élément peut s’écrire sous la forme (h1(x), h2(x), ...hm(x))t.
On définit ainsi n fonctions h1, ..., hm, chaque fonction hi étant définie sur D et à valeurs
dans R pour i = 1, ..., n. Nous poserons alors h = (h1, h2, ...hm). Soit le vecteur aléatoire
Y , dont chacune des variables peut être exprimée comme une fonction des variables
contenues dans un autre vecteur aléatoire X avec

Y1 = h1(X1, ..., Xn) = h1(X)
.
.
.
Ym = hm(X1, ..., Xn) = hm(X).

Plusieurs cas sont à considérer :
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a. m > n : Le vecteur Y n’admet pas de densité.

b. Cas des fonctions inversibles m = n : Le système d’équation Y = h(X) résolu par
rapport aux variables X admet une solution unique. La transformation inverse est
dans ce cas univoque, avec :

Y1 = h1(X1, ..., Xn) = h1(X)
.
.
.
Yn = hm(X1, ..., Xn) = hn(X)

⇔


X1 = g1(Y1, ..., Yn) = g1(Y )
.
.
.
Xn = gn(Y1, ..., Yn) = gn(Y )

Définition 2.10. Soit une application h = (h1, h2, ...hn)t définie en tout point d’un
ouvert D ∈ Rn et à valeurs dans Rn . Si h est différentiable sur D, les matrices
jacobiennes de h en x = (x1, ..., xn)t sont données par :

• Jx−→y : est la matrice de la transformation permettant de passer des variables X
aux variables Y .

• Jy−→x est la matrice jacobienne de la transformation inverse permettant de passer
des variables Y aux variables X , avec

Jx−→y =


∂g1(y)
∂y1

.... ∂g1(y)
∂yn

. ... .

. ... .

. ... .
∂gn(y)
∂y1

... ∂gn(y)
∂yn

 ; Jy−→x =


∂h1(x)
∂x1

.... ∂h1(x)
∂xn

. ... .

. ... .

. ... .
∂hn(x)
∂x1

... ∂hn(x)
∂xn


Théorème 2.3.1. Soient un vecteur aléatoireX de dimension n, absolument continu
de densité fX et Y = h(X) où h est une application bijective continûment différentiables
d’un ouvert D ∈ Rn dans Rm avec P[X ∈ D]. Soit l’application g définie sur
h(D), à valeurs dans D et réciproque de h. Si le déterminant des matrices jaco-
biennes det(Jy→x) et det(Jy→x) ne s’annullent en aucun point x ∈ D, alors le vecteur
aléatoire Y est absolument continu et admet pour densité :

fY (y) =

{
| det(Jx→y) | fX ◦ (h−1(y)) =| det(Jx→y) | fX(g(y))

1
|det(Jy→x)|fX ◦ (h−1(y)) = 1

|det(Jy→x)|fX(g(y)).
(2.3)

Exemple 2.3.2. [3]. Une machine est destinée à fabriquer des briques dont la lon-
gueur L, la largeur l et la hauteur h sont fixées par un réglage, de manière à obtenir
L = 190, l = 90 et h = 50 (en millimètres). On admet que l’erreur de réglage sur cha-
cune des ces dimesions est distribuée uniformément entre −0.5 et +0.5 millimètre,
ces erreurs étant indépendantes entre elles. Quelle sera la distribution conjointe
des surfaces pour les trois faces de la brique si l’on calcule ces surfaces en faisant
le produit des dimensions correspondantes ?
Si (X1, X2, X3) est le vecteur des longueur, largeur et hauteur, on peut supposer que
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X1 ⊥ X2 ⊥ X3. L’erreur de réglage étant de ±0.5 millimètre, on a X1 ∼ U[189.5,190.5],
X2 ∼ U[89.5,90.5] et X3 ∼ U[49.5,50.5]. Ce qui montre que

fX1(x1) =

{
1 si x1 ∈ [189.5, 190.5]

0 sinon.
, fX2(x2) =

{
1 si x1 ∈ [89.5, 90.5]

0 sinon.
,

fX3(x3) =

{
1 si x1 ∈ [49.5, 50.5]

0 sinon.
,

Ce que l’on demande est la distribution conjointe de Y = (Y1, Y2, Y3), avec

Y1 = X1X2, Y2 = X1X3 et Y3 = X2X3.

On a donc :


Y1 = h1(X) = X1X2

Y2 = h2(X) = X1X3

Y3 = h3(X) = X2X3

⇔


X1 = g1(Y ) =

√
Y1Y2
Y3

X2 = g2(Y ) =
√

Y1Y3
Y2

X3 = g3(Y ) =
√

Y2Y3
Y1

La matrice jacobienne Jy→x est donné par

Jy→x =

 x2 x1 0
x3 0 x1

0 x3 x2

 .

Ce qui donne | det(Jy→x) |=| −2x1x2x3 |. Puisque l’on a x1 =
√

y1y2
y3

, x2 =
√

y1y3
y2

et x3 =
√

y2y3
y1

. On a | det(Jx→y) |= 2
√
y1y2y3. Puisque X1 ⊥ X2 ⊥ X3, on a fX(x) =

fX1(x1)fX2(x2)fX3(x3) = 1, soit fX(g(y)) = 1. En combinant ces résultats, on obtient :

fY (y) =
1

2
√
y1y2y3

sur le domaine des valeurs possibles pour y et vaut 0 ailleurs.

c. On remarquera que pour que cette méthode puisse fonctionner, il faut que le nombre
de variables pour X et Y soit identique, le déterminant n’étant défini que pour des
matrices carrées. Ceci implique que la méthode ne permet pas telle quelle d’ob-
tenir la distribution conjointe de fonctions d’un vecteur aléatoire si le nombre de
fonctions est inférieur au nombre de variables pour X , ce qui est un cas que l’on
rencontrera fréquemment.
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Solution :

On commence par compléter Y , en essayant de construire une application h′ de Rn
dans Rn dont les m premières composantes coı̈ncident avec les composantes de h,
et pour laquelle (2.3) s’applique. Nous obtenons ainsi la densité fY ′ de Y ′ = h′(X).
Puis nous appliquons l’extension évidente de (2.3) :

fY (y1, ..., ym) =

∫ ∞
−∞

...

∫
Rn−m

fY ′(y1, ..., ym, ym+1, ..., yn)dym+1...dyn. (2.4)

Exemple 2.3.3. SoitX = (U, V ) un vecteur aléatoire dansR2, avecU et V indépendantes
de loi Γ(α, θ) et Γ(β, θ). Quelle est la densité de Y = U

U+V
?.

Comme la dimension de Y est plus petite que celle de X , il faut d’abord completer
Y . Nous prenons par exemple Y ′ = (Y, Z), avec Z = U + V , ce qui correspond
à h(u, v) =

(
u+v
v
, u+ v

)
. Cette application est bijective sur A =]0,∞[×]0,∞[ dans

B =]0, 1[×]0,∞[ et nous avons h−1(y, z) = g(y, z) = (yz, z(1 − y)) qui a pour jaco-
bien z. Comme

fX(u, v) =
θα+β

Γ(α)Γ(β)
uα−1vβ−1e−θ(u+v)1A(u, v).

fY ′(y, z) =
θα+β

Γ(α)Γ(β)
zα+β−1yα−1(1− y)β−1e−θz1B(y, z).

f
Y (y) =

∫ ∞
0

fY ′(y, z)dz

=
θα+β

Γ(α)Γ(β)
yα−1(1− y)β−1

∫ ∞
0

zα+β−1e−θz1B(y, z)dz

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
yα−1(1− y)β−11[0,1](y).

La densité de Z est donnée par :

θα+β

Γ(α + β)
zα+β−1e−θz1]0,∞[(z).

Cas particulier

On peut résourdre ce problème en ajoutant des variables fictives , de manière à
obtenir des dimensions identiques, Soit Ya = h(X) est de dimension m et X est de
dimension n (avec m < n), le plus facile est de définir un vecteur Y ′ = Yb = Xb où
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Xb sont les n−m dernières variables de X , c’est à dire :

Y1 = h1(X1, ...., Xn)
.
.
.
Ym = hm(X1, ...., Xn)
Ym+1 = Xm+1

.

.

.
Yn = Xn.

⇔ Y =

(
Ya
Yb

)
=

(
h(X)
Xb

)
.

Si l’on partitionne la matrice jacobienne Jy−→x de façon correspondante , on a

Jy−→x =



∂h1(x)
∂x1

... ∂h1(x)
∂xm

∂h1(x)
∂xm+1

... ∂h1(x)
∂xn

. ... . . ... .

. ... . . ... .

. ... . . ... .
∂hm(x)
∂x1

... ∂hm(x)
∂xm

∂hm(x)
∂xm+1

... ∂hm(x)
∂xn

∂ym+1

∂x1
... ∂ym+1

∂xm

∂ym+1

∂xm+1
... ∂ym+1

∂xn

. ... . . ... .

. ... . . ... .

. ... . . ... .
∂yn(x)
∂x1

... ∂yn(x)
∂xm

∂yn(x)
∂xm+1

... ∂yn(x)
∂xn


=

(
∂h(x)
∂xta

∂h(x)
∂xtb

0 I

)

où 0 est une matrice nulle de dimension (m− n)×m et I est la matrice identité de
dimension (m−n)× (m− 1). On peut donc se contenter de calculer le déterminant
de la matrice ∂h(x)

∂x′a
qui est de dimension m × m plutôt que de calculer celui de la

matrice jacobienne Jy−→x, de dimension n×n. Sachant que fYa(ya) =
∫∞
−∞ fY (yb), la

fonction de densité de probabilité marginale est donc donnée par :

fYa(ya) =
1

| det(∂h(x)
∂xta

) |x=g(y)

∫ ∞
−∞

fX(g(y))dyb.

Cas des fonctions linéaires

Si les fonctions Y = h(X) = (h1(X), ..., hn(X)) sont des fonctions linéaires des va-
riables X , on peut les écrire sous la forme :

Y1 = h1(X) = a11X1 + a12X2 + ...+ a1nXn

.

.

.
Yn = hn(X) = an1X1 + an2X2 + ...+ annXn
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ce que l’on note plus facilement Y = AX , avec :

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . ... .

. . ... .

. . ... .
an1 an2 ... ann


où les aij contenus dans la matrice A sont des valeurs réelles.

Propriété 2.3.2. Il est alors facile de voir que pour la matrice jacobienne, on obtient Jy−→x = A
et Jx−→y = A−1. La transformation inverse est univoque si l’inverse de A existe, et dans ce cas

Y = h(X) = AX ⇔ X = g(Y ) = A−1Y

Exemple 2.3.4. [3]. On s’interesse à un processus dont le nombre d’occurrence sur un in-
tervalle de temps t suit une loi de Poisson de paramètre µ = λt (par exemple le nombre
de clients arrivant au guichet d’une banque, le nombre de particules émises par une
substance radioactive,...).
Quelle sera la distribution pour le temps séparant la première occurrence de la troisième ?
Si le processus suit une loi de Poisson de paramètre µ = λt, le temps séparant deux oc-
currence successives suit une loi exponentielle de paramètre λ. SiX1 etX2 désignent res-
pectivement les temps séparant la première occurrence de la deuxiéme et la deuxième
occurrence de la troisième, on a de plus X1 ⊥ X2. Ce que l’on demande est la loi de
probabilité pour X1 +X2.
Posons X = (X1, X2)t, Y=(Y1, Y2)t,Y1 = X1 +X2 ainsi que la variable fictive Y2 = X2. On
a donc {

Y1 = X1 +X2

Y2 = X2
⇐⇒

{
X1 = Y1 − Y2

X2 = Y2

c’est-à- dire :
A =

(
1 1
0 1

)
;A−1 =

(
1 −1
0 1

)
soit | det(A) |= 1. Puisque X1 ⊥ X2, on a fX(x) = fX1(x1)fX1(x1) avec
fXi(xi) = λeλxi(i = 1, 2) pour la loi exponentielle. On obtient donc :

fY (y) =
1

| det(A) |
fX(A−1Y ) = fX1(y1 − y2)fX2(y2)

= λe−λ(y1−y2)λe−λy2 = λ2e−λy1 .

Par conséquent,

fY (y) =

{
λ2e−λy1 pour y1 ∈ [0,∞[, y2 ∈ [0, y1[

0 ailleurs.
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La densité marginale de Y1 est donnée par :

fY1(y1) =

∫ ∞
0

fY (y)dy2

∫ ∞
0

λ2e−λy1dy2

= λ2y1e
−λy1 , y1 ≥ 0.

Donc Y ∼ γ(2, λ).

Espérance et la matrice de variance covariance d’une fonction d’un vec-
teur aléatoire

Pour obtenir le vecteur espérance E(Y ) = µY et la matrice de variance covariance
ΣY d’un vecteur Y = h(X), on peut calculer les espérances µYi , et les (co)variances σYiYj
directement à partir de la loi de probabilité conjointe du vecteur X sans passer par les
fonctions PY (y) ou fY (y).

Proposition 2.3.3. Des formules équivalentes plus compactes pour la variance et la
covariance sont obtenues en les exprimant en terme d’espérances :

Cov[hi(X), hj(X)] = E[hi(X)hj(X)]− E[hi(X)]E[hj(X)] (2.5)

V ar[hi(X)] = E[h2
i (X)]− E2[hi(X)], (2.6)

avec en particulier V ar[hi(X)] = Cov[hi(X), hi(X)].

Cas des fonctions linéaires

Dans le cas où les fonctions h(X) sont linéaires, on peut écrire Y = AX et le calcul du
vecteur espérance et la matrice de covariance peut se faire à l’aide du calcul matriciel.
En se rappelons que E(aijXj + bj) = aijE(Xj) + bj et que V ar[aijXj + bj] = a2

ijV ar(Xj)
lorsque bj est une constante, on obtient le résultat suivant :

Y = AX + b⇒
{
µY = AµX + b∑

Y = A
∑

X A
t
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